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Аннотация

Данная работа представляет собой фундаментальное исследование математиче-

ских и физических закономерностей, проявляющихся в виртуальной вселенной Minecraft.

Проводится анализ дискретно-непрерывной природы пространства-времени, форму-

лируются модифицированные законы механики, изучаются алгоритмические основы

генерации мира и поведения сущностей. В настоящей редакции устранены логические

противоречия, дублирования и исправлены перекрёстные ссылки. Работа актуальна

для версий Java Edition 1.20+ и Bedrock Edition 1.21+.
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1 Математическое введение

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå êîíöåïöèè, ëåæà-
ùèå â îñíîâå ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà, âðåìåíè è äâèæåíèÿ â äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûõ
ñèñòåìàõ. Ýòè ïîíÿòèÿ ñëóæàò áàçèñîì äëÿ ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ âèðòóàëüíûõ ìèðîâ.

1.1 Непрерывные и дискретные величины

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ÷àñòî ïðåäïîëàãàåò âûáîð ìåæäó íåïðåðûâíûìè è äèñ-
êðåòíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè âåëè÷èí.

Определение 1.1 (Íåïðåðûâíîå ïðîñòðàíñòâî). Íåïðåðûâíîå ïðîñòðàíñòâî ℰ = R𝑛 (ãäå
𝑛� ðàçìåðíîñòü) îïèñûâàåòñÿ âåùåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü
ïëàâíîå äâèæåíèå è áåñêîíå÷íî äåëèìûå âåëè÷èíû. Íàïðèìåð, ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå çàäà¼òñÿ âåêòîðîì 𝑟⃗ = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3.

Определение 1.2 (Äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî). Äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî ℬ = Z𝑛 ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé öåëî÷èñëåííóþ ðåø¼òêó, ãäå êàæäàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò îòäåëüíîìó ýëå-
ìåíòó (íàïðèìåð, ÿ÷åéêå). Ýòî åñòåñòâåííî äëÿ êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ, öèôðîâûõ èçîáðà-
æåíèé èëè êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Определение 1.3. Ôóíêöèÿ GridIndex(𝑟⃗) íàçûâàåòñÿ òàêæå функцией индексации
блоков (ñì. ðèñ. 1). Îíà ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êå íåïðåðûâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû áëîêà, ñîäåðæàùåãî ýòó òî÷êó. Ýòî îòîáðàæåíèå íå
ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì: âñå òî÷êè âíóòðè îäíîãî êóáà åäèíè÷íîãî îáú¼ìà îòîáðàæàþòñÿ
â îäèí è òîò æå èíäåêñ.

Определение 1.4 (Ãèáðèäíûå ìîäåëè). Ãèáðèäíûå ìîäåëè ñîâìåùàþò íåïðåðûâíûé è
äèñêðåòíûé ïîäõîäû. Íàïðèìåð, äâèæåíèå ÷àñòèöû ìîæåò îïèñûâàòüñÿ â íåïðåðûâíîì
ïðîñòðàíñòâå, à å¼ âçàèìîäåéñòâèå ñî ñðåäîé � îïðåäåëÿòüñÿ äèñêðåòíûìè óçëàìè ñåò-
êè. Ôîðìàëüíî, îòîáðàæåíèå èç íåïðåðûâíîãî ïðîñòðàíñòâà â äèñêðåòíîå ÷àñòî çàäà¼òñÿ
îïåðàöèåé âçÿòèÿ öåëîé ÷àñòè:

GridIndex(𝑟⃗) = (⌊𝑥⌋, ⌊𝑦⌋, ⌊𝑧⌋) ∈ Z3.

Àíàëîãè÷íîå ðàçäåëåíèå ñóùåñòâóåò è äëÿ âðåìåíè. Â íåïðåðûâíûõ ìîäåëÿõ âðåìÿ
𝑡 ∈ R, à â äèñêðåòíûõ � 𝑡𝑘 = 𝑘 · ∆𝑡, ãäå ∆𝑡 � øàã äèñêðåòèçàöèè (íàïðèìåð, 0.01 ñ â
÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè), à 𝑘 ∈ Z. Äèñêðåòíîå âðåìÿ õàðàêòåðíî äëÿ èòåðàöèîííûõ
ïðîöåññîâ, àëãîðèòìîâ è öèôðîâûõ ñèñòåì.

Задачи для отработки

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëîæåíèå ñóùíîñòè â Minecraft çàäà¼òñÿ â íåïðåðûâíûõ êîîðäè-
íàòàõ 𝑟⃗ = (12.7, 64.3,−5.2). Îïðåäåëèòå öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû áëîêà, â êîòîðîì
íàõîäèòñÿ ñóùíîñòü.

2. Â Minecraft âðåìÿ èçìåðÿåòñÿ â òèêàõ (1 òèê = 0.05 ñ). Ñêîëüêî ðåàëüíûõ ñåêóíä
ñîîòâåòñòâóåò 24000 èãðîâûì òèêàì? Âûðàçèòå â âèäå ôîðìóëû.

3. Ðàññìîòðèì ãèáðèäíóþ ìîäåëü, â êîòîðîé êîîðäèíàòà 𝑦 (âûñîòà) äèñêðåòíà, à êî-
îðäèíàòû 𝑥 è 𝑧 íåïðåðûâíû. Ïóñòü 𝑦min è 𝑦max � ìèíèìàëüíûé è ìàêñèìàëüíûé
äîïóñòèìûå óðîâíè âûñîòû â äàííîé âåðñèè èãðû (íàïðèìåð, 𝑦min = 0, 𝑦max = 256
äëÿ ñòàðûõ ìèðîâ è 𝑦min = −64, 𝑦max = 319 äëÿ ñîâðåìåííûõ Java-âåðñèé). Çàïèøèòå
ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ïîçèöèé â òàêîé ìîäåëè ÷åðåç ïàðàìåòðû 𝑦min è 𝑦max.
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Ðèñ. 1: Íåïðåðûâíàÿ òî÷êà 𝑟⃗ è ñîîòâåòñòâóþùèé åé áëîê â äèñêðåòíîé ðåø¼òêå. Ôóíêöèÿ
èíäåêñàöèè GridIndex(𝑟⃗) âîçâðàùàåò öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû (1, 1).

1.2 Основы теории множеств

Определение 1.5 (Ìíîæåñòâî). Множество � îäíî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé ìà-
òåìàòèêè, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé íåóïîðÿäî÷åííóþ ñîâîêóïíîñòü ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ, íà-
çûâàåìûõ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâà îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ çàãëàâíûìè áóêâàìè
ëàòèíñêîãî àëôàâèòà, à èõ ýëåìåíòû � ñòðî÷íûìè. Çàïèñü 𝑎 ∈ 𝐴 îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò 𝑎
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó 𝐴, à 𝑎 /∈ 𝐴 � ÷òî íå ïðèíàäëåæèò.

Ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü çàäàíî ïåðå÷èñëåíèåì ýëåìåíòîâ: 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}, èëè ñ ïîìîùüþ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà: 𝐵 = {𝑥 | 𝑃 (𝑥)}, ãäå 𝑃 (𝑥) � íåêîòîðîå óñëîâèå, êîòîðîìó
óäîâëåòâîðÿþò ýëåìåíòû ìíîæåñòâà.

1.2.1 Операции над множествами

Определение 1.6. Объединение ìíîæåñòâ 𝐴 è 𝐵:

𝐴 ∪𝐵 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴 èëè 𝑥 ∈ 𝐵}.

Определение 1.7. Пересечение ìíîæåñòâ 𝐴 è 𝐵:

𝐴 ∩𝐵 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴 è 𝑥 ∈ 𝐵}.

Определение 1.8. Разность ìíîæåñòâ 𝐴 è 𝐵:

𝐴 ∖𝐵 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴 è 𝑥 /∈ 𝐵}.

Определение 1.9. Симметрическая разность ìíîæåñòâ 𝐴 è 𝐵:

𝐴△𝐵 = (𝐴 ∖𝐵) ∪ (𝐵 ∖ 𝐴) = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴 èëè 𝑥 ∈ 𝐵, íî íå îäíîâðåìåííî}.

Определение 1.10 (Óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî). Универсальное множество 𝑈 � ìíî-
æåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå ýëåìåíòû, ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîì êîíòåêñòå. Îáû÷íî îíî çà-
äà¼òñÿ íåÿâíî è ñëóæèò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ äëÿ îïåðàöèé äîïîëíåíèÿ. Äëÿ ëþáûõ
ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîæåñòâ 𝐴 âûïîëíÿåòñÿ 𝐴 ⊆ 𝑈 .

Определение 1.11. Дополнение ìíîæåñòâà 𝐴 äî óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà 𝑈 :

𝐴 = 𝑈 ∖ 𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑈 | 𝑥 /∈ 𝐴}.
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1.2.2 Свойства операций над множествами

Теорема 1.1 (Êîììóòàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ). Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ 𝐴 è
𝐵 âåðíî:

𝐴 ∪𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴, 𝐴 ∩𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴.

Доказательство. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé, òàê êàê óñëîâèÿ ¾𝑥 ∈ 𝐴 èëè
𝑥 ∈ 𝐵¿ è ¾𝑥 ∈ 𝐵 èëè 𝑥 ∈ 𝐴¿ ýêâèâàëåíòíû, àíàëîãè÷íî äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ.

Теорема 1.2 (Àññîöèàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ). Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ 𝐴, 𝐵
è 𝐶 âåðíî:

(𝐴 ∪𝐵) ∪ 𝐶 = 𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶), (𝐴 ∩𝐵) ∩ 𝐶 = 𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶).

Доказательство. Ïðîâåðèì äëÿ îáúåäèíåíèÿ. Ýëåìåíò 𝑥 ïðèíàäëåæèò (𝐴∪𝐵)∪𝐶 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝑥 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵 èëè 𝑥 ∈ 𝐶, ÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî 𝑥 ∈ 𝐴 èëè 𝑥 ∈ 𝐵
èëè 𝑥 ∈ 𝐶. Àíàëîãè÷íî, 𝑥 ∈ 𝐴∪ (𝐵 ∪𝐶) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝑥 ∈ 𝐴 èëè 𝑥 ∈ 𝐵 èëè
𝑥 ∈ 𝐶. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà ðàâíû. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ.

Теорема 1.3 (Äèñòðèáóòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ è îáúåäèíåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ). Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ 𝐴, 𝐵 è 𝐶 âåðíî:

𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶),

𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶).

Доказательство. Äîêàæåì ïåðâóþ äèñòðèáóòèâíîñòü:

𝑥 ∈ 𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) ⇐⇒ 𝑥 ∈ 𝐴 è (𝑥 ∈ 𝐵 èëè 𝑥 ∈ 𝐶)

⇐⇒ (𝑥 ∈ 𝐴 è 𝑥 ∈ 𝐵) èëè (𝑥 ∈ 𝐴 è 𝑥 ∈ 𝐶)

⇐⇒ 𝑥 ∈ (𝐴 ∩𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶).

Âòîðàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Теорема 1.4 (Çàêîíû äå Ìîðãàíà). Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ 𝐴 è 𝐵 âåðíî:

𝐴 ∪𝐵 = 𝐴 ∩𝐵, 𝐴 ∩𝐵 = 𝐴 ∪𝐵.

Доказательство. Äîêàæåì ïåðâûé çàêîí:

𝑥 ∈ 𝐴 ∪𝐵 ⇐⇒ 𝑥 /∈ 𝐴 ∪𝐵

⇐⇒ 𝑥 /∈ 𝐴 è 𝑥 /∈ 𝐵

⇐⇒ 𝑥 ∈ 𝐴 è 𝑥 ∈ 𝐵

⇐⇒ 𝑥 ∈ 𝐴 ∩𝐵.

Âòîðîé çàêîí äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Теорема 1.5 (Ñâîéñòâà ïóñòîãî è óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà). Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà 𝐴
âåðíî:

𝐴 ∪ ∅ = 𝐴, 𝐴 ∩ ∅ = ∅,

𝐴 ∪ 𝑈 = 𝑈, 𝐴 ∩ 𝑈 = 𝐴.

Доказательство. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé îïåðàöèé è òîãî, ÷òî ∅ íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ,
à 𝑈 ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.
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𝐴 𝐵

Ðèñ. 2: *
Ïåðåñå÷åíèå 𝐴 ∩𝐵

𝐴 𝐵

Ðèñ. 3: *
Îáúåäèíåíèå 𝐴 ∪𝐵

𝐴 𝐵

Ðèñ. 4: *
Ðàçíîñòü 𝐴 ∖𝐵

Ðèñ. 5: Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè, èëëþñòðèðîâàííûå äèàãðàììàìè Ýéëåðà.

1.2.3 Функции (отображения)

Определение 1.12. Функция (èëè îòîáðàæåíèå) 𝑓 èç ìíîæåñòâà 𝐴 â ìíîæåñòâî 𝐵 � ýòî
ïðàâèëî, êîòîðîå êàæäîìó ýëåìåíòó 𝑥 ∈ 𝐴 ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíòà
𝑦 ∈ 𝐵. Îáîçíà÷àåòñÿ 𝑓 : 𝐴→ 𝐵, à ýëåìåíò 𝑦, ñîîòâåòñòâóþùèé 𝑥, îáîçíà÷àåòñÿ 𝑓(𝑥).

Определение 1.13. Ìíîæåñòâî 𝐴 íàçûâàåòñÿ областью определения ôóíêöèè, ìíîæå-
ñòâî 𝐵 � областью значений. Ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ образом
ôóíêöèè:

Im(𝑓) = {𝑓(𝑥) | 𝑥 ∈ 𝐴} ⊆ 𝐵.

Определение 1.14. Инъекция (èëè âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå) � ôóíêöèÿ, êî-
òîðàÿ ïåðåâîäèò ðàçíûå ýëåìåíòû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ â ðàçíûå ýëåìåíòû îáëàñòè çíà-
÷åíèé:

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴 : 𝑥1 ̸= 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) ̸= 𝑓(𝑥2).

Определение 1.15. Сюръекция � ôóíêöèÿ, îáðàç êîòîðîé ñîâïàäàåò ñî âñåé îáëàñòüþ
çíà÷åíèé:

∀𝑦 ∈ 𝐵 ∃𝑥 ∈ 𝐴 : 𝑓(𝑥) = 𝑦.

Определение 1.16. Биекция � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî èíúåêöèåé è
ñþðúåêöèåé. Áèåêöèÿ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòà-
ìè ìíîæåñòâ 𝐴 è 𝐵.

Задачи для отработки

1. Ïóñòü 𝐴 = {1, 2, 3}, 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}, 𝐶 = {𝑥, 𝑦}. Íàéäèòå:

(a) 𝐴 ∪𝐵

(b) 𝐴 ∩ 𝐶

(c) 𝐴△𝐵

(d) 𝐴 îòíîñèòåëüíî 𝑈 = {1, 2, 3, 𝑎, 𝑏, 𝑐}

2. Äîêàæèòå, ÷òî 𝐴 ∖ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∖𝐵) ∩ (𝐴 ∖ 𝐶).

3. Îïðåäåëèòå, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ èíúåêöèÿìè, ñþðúåêöèÿìè, áè-
åêöèÿìè:

(a) 𝑓 : Z→ Z, 𝑓(𝑥) = 2𝑥

(b) 𝑔 : R→ [0,∞), 𝑔(𝑥) = 𝑥2

(c) ℎ : {0, 1}3 → {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, ℎ(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) = 4𝑏1 + 2𝑏2 + 𝑏3
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4. Â Minecraft ìíîæåñòâî ïðåäìåòîâ 𝐼 îòîáðàæàåòñÿ â ìíîæåñòâî ñëîòîâ èíâåíòàðÿ 𝑆
(íóìåðîâàííûõ îò 0 äî 35). Åñëè êàæäûé ïðåäìåò èìååò óíèêàëüíûé ID, ìîæíî ëè
ñ÷èòàòü ýòî îòîáðàæåíèå èíúåêöèåé? Îòâåò îáîñíóéòå.

1.3 Основы векторной алгебры

Определение 1.17. Вектор � ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ âåëè÷èíîé
(ìîäóëåì) è íàïðàâëåíèåì â ïðîñòðàíñòâå. Ôîðìàëüíî, â òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå âåêòîð îïðåäåëÿåòñÿ êàê óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë 𝑣⃗ = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧),
ïðåäñòàâëÿþùèõ åãî ïðîåêöèè íà êîîðäèíàòíûå îñè.

Âåêòîðíûå âåëè÷èíû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ:

� Вектор положения 𝑟⃗ = (𝑥, 𝑦, 𝑧) çàäà¼ò êîîðäèíàòû òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå.

� Скорость � ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæåíèÿ ïî âðåìåíè: 𝑣⃗ =
𝑑𝑟⃗

𝑑𝑡
.

� Ускорение � ïðîèçâîäíàÿ ñêîðîñòè: 𝑎⃗ =
𝑑𝑣⃗

𝑑𝑡
=

𝑑2𝑟⃗

𝑑𝑡2
.

� Импульс ìàòåðèàëüíîé òî÷êè: 𝑝 = 𝑚𝑣⃗, ãäå 𝑚 � ìàññà.

1.3.1 Основные операции и их свойства

Определение 1.18. Сложение векторов îïðåäåëÿåòñÿ ïîêîìïîíåíòíî:

𝑎⃗+ 𝑏⃗ = (𝑎𝑥 + 𝑏𝑥, 𝑎𝑦 + 𝑏𝑦, 𝑎𝑧 + 𝑏𝑧).

Теорема 1.6 (Êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ). Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ 𝑎⃗ è 𝑏⃗ âåðíî:

𝑎⃗+ 𝑏⃗ = 𝑏⃗+ 𝑎⃗.

Доказательство. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîêîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ:

𝑎⃗+ 𝑏⃗ = (𝑎𝑥 + 𝑏𝑥, 𝑎𝑦 + 𝑏𝑦, 𝑎𝑧 + 𝑏𝑧) = (𝑏𝑥 + 𝑎𝑥, 𝑏𝑦 + 𝑎𝑦, 𝑏𝑧 + 𝑎𝑧) = 𝑏⃗+ 𝑎⃗.

Ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Теорема 1.7 (Àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ). Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ 𝑎⃗, 𝑏⃗ è 𝑐⃗ âåðíî:

(⃗𝑎+ 𝑏⃗) + 𝑐⃗ = 𝑎⃗+ (⃗𝑏+ 𝑐⃗).

Доказательство.

(⃗𝑎+ 𝑏⃗) + 𝑐⃗ = (𝑎𝑥 + 𝑏𝑥, 𝑎𝑦 + 𝑏𝑦, 𝑎𝑧 + 𝑏𝑧) + (𝑐𝑥, 𝑐𝑦, 𝑐𝑧)

= ((𝑎𝑥 + 𝑏𝑥) + 𝑐𝑥, (𝑎𝑦 + 𝑏𝑦) + 𝑐𝑦, (𝑎𝑧 + 𝑏𝑧) + 𝑐𝑧)

= (𝑎𝑥 + (𝑏𝑥 + 𝑐𝑥), 𝑎𝑦 + (𝑏𝑦 + 𝑐𝑦), 𝑎𝑧 + (𝑏𝑧 + 𝑐𝑧))

= 𝑎⃗+ (⃗𝑏+ 𝑐⃗).

Ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Определение 1.19. Умножение на скаляр:

𝜆𝑎⃗ = (𝜆𝑎𝑥, 𝜆𝑎𝑦, 𝜆𝑎𝑧), 𝜆 ∈ R.
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Теорема 1.8 (Äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ).
Äëÿ ëþáîãî ñêàëÿðà 𝜆 è ëþáûõ âåêòîðîâ 𝑎⃗ è 𝑏⃗ âåðíî:

𝜆(⃗𝑎+ 𝑏⃗) = 𝜆𝑎⃗+ 𝜆𝑏.

Доказательство.

𝜆(⃗𝑎+ 𝑏⃗) = 𝜆(𝑎𝑥 + 𝑏𝑥, 𝑎𝑦 + 𝑏𝑦, 𝑎𝑧 + 𝑏𝑧)

= (𝜆(𝑎𝑥 + 𝑏𝑥), 𝜆(𝑎𝑦 + 𝑏𝑦), 𝜆(𝑎𝑧 + 𝑏𝑧))

= (𝜆𝑎𝑥 + 𝜆𝑏𝑥, 𝜆𝑎𝑦 + 𝜆𝑏𝑦, 𝜆𝑎𝑧 + 𝜆𝑏𝑧)

= (𝜆𝑎𝑥, 𝜆𝑎𝑦, 𝜆𝑎𝑧) + (𝜆𝑏𝑥, 𝜆𝑏𝑦, 𝜆𝑏𝑧)

= 𝜆𝑎⃗+ 𝜆𝑏.

Определение 1.20. Длина (модуль) вектора:

|⃗𝑎| =
√︁

𝑎2𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎2𝑧.

Теорема 1.9 (Ñâîéñòâà ìîäóëÿ âåêòîðà). Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ 𝑎⃗, 𝑏⃗ è ëþáîãî ñêàëÿðà 𝜆
âåðíî:

1. |⃗𝑎| ≥ 0, ïðè÷¼ì |⃗𝑎| = 0 òîëüêî åñëè 𝑎⃗ = 0⃗.

2. |𝜆𝑎⃗| = |𝜆| · |⃗𝑎|.

3. Неравенство треугольника: |⃗𝑎+ 𝑏⃗| ≤ |⃗𝑎|+ |⃗𝑏|.

Доказательство. 1. Òàê êàê êâàäðàò âåùåñòâåííîãî ÷èñëà íåîòðèöàòåëåí, òî 𝑎2𝑥 + 𝑎2𝑦 +

𝑎2𝑧 ≥ 0, ñëåäîâàòåëüíî |⃗𝑎| =
√︀

𝑎2𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎2𝑧 ≥ 0. Åñëè |⃗𝑎| = 0, òî 𝑎2𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎2𝑧 = 0, ÷òî

âîçìîæíî òîëüêî ïðè 𝑎𝑥 = 𝑎𝑦 = 𝑎𝑧 = 0, òî åñòü 𝑎⃗ = 0⃗.

2.

|𝜆𝑎⃗| =
√︁

(𝜆𝑎𝑥)2 + (𝜆𝑎𝑦)2 + (𝜆𝑎𝑧)2 =
√︁

𝜆2(𝑎2𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎2𝑧) = |𝜆|
√︁

𝑎2𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎2𝑧 = |𝜆| · |⃗𝑎|.

1.3.2 Скалярное произведение и его свойства

Определение 1.21. Скалярное произведение äâóõ âåêòîðîâ � îïåðàöèÿ, ðåçóëüòàòîì
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿð (÷èñëî), îïðåäåëÿåìàÿ äâóìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè:

1. Геометрическое определение:

𝑎⃗ · 𝑏⃗ = |⃗𝑎||⃗𝑏| cos 𝜃,

ãäå 𝜃 � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè 𝑎⃗ è 𝑏⃗.

2. Алгебраическое определение (в координатах):

𝑎⃗ · 𝑏⃗ = 𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧.
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Теорема 1.10. Ãåîìåòðè÷åñêîå è àëãåáðàè÷åñêîå îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû.

Доказательство. Ðàññìîòðèì âåêòîðû 𝑎⃗ è 𝑏⃗, âûõîäÿùèå èç îäíîé òî÷êè. Òîãäà âåêòîð
𝑐⃗ = 𝑎⃗− 𝑏⃗ îáðàçóåò òðåóãîëüíèê ñ 𝑎⃗ è 𝑏⃗. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ:

|⃗𝑐|2 = |⃗𝑎|2 + |⃗𝑏|2 − 2|⃗𝑎||⃗𝑏| cos 𝜃.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â êîîðäèíàòàõ:

|⃗𝑐|2 = (𝑎𝑥 − 𝑏𝑥)
2 + (𝑎𝑦 − 𝑏𝑦)

2 + (𝑎𝑧 − 𝑏𝑧)
2

= 𝑎2𝑥 − 2𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑏2𝑥 + 𝑎2𝑦 − 2𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑏2𝑦 + 𝑎2𝑧 − 2𝑎𝑧𝑏𝑧 + 𝑏2𝑧

= (𝑎2𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎2𝑧) + (𝑏2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑏2𝑧)− 2(𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧)

= |⃗𝑎|2 + |⃗𝑏|2 − 2(𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧).

Ïðèðàâíèâàÿ îáà âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì:

|⃗𝑎|2 + |⃗𝑏|2 − 2|⃗𝑎||⃗𝑏| cos 𝜃 = |⃗𝑎|2 + |⃗𝑏|2 − 2(𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧).

Ïîñëå óïðîùåíèÿ:
𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧 = |⃗𝑎||⃗𝑏| cos 𝜃,

÷òî è äîêàçûâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé.

Теорема 1.11 (Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ 𝑎⃗, 𝑏⃗, 𝑐⃗ è ëþáîãî
ñêàëÿðà 𝜆 âåðíî:

1. Коммутативность: 𝑎⃗ · 𝑏⃗ = 𝑏⃗ · 𝑎⃗.

2. Дистрибутивность: 𝑎⃗ · (⃗𝑏+ 𝑐⃗) = 𝑎⃗ · 𝑏⃗+ 𝑎⃗ · 𝑐⃗.

3. Совместимость с умножением на скаляр: (𝜆𝑎⃗) · 𝑏⃗ = 𝜆(⃗𝑎 · 𝑏⃗) = 𝑎⃗ · (𝜆𝑏).

4. Положительная определённость: 𝑎⃗ · 𝑎⃗ = |⃗𝑎|2 ≥ 0, ïðè÷¼ì 𝑎⃗ · 𝑎⃗ = 0 òîëüêî åñëè
𝑎⃗ = 0⃗.

Доказательство. 1.

𝑎⃗ · 𝑏⃗ = 𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧 = 𝑏𝑥𝑎𝑥 + 𝑏𝑦𝑎𝑦 + 𝑏𝑧𝑎𝑧 = 𝑏⃗ · 𝑎⃗.

2.

𝑎⃗ · (⃗𝑏+ 𝑐⃗) = 𝑎𝑥(𝑏𝑥 + 𝑐𝑥) + 𝑎𝑦(𝑏𝑦 + 𝑐𝑦) + 𝑎𝑧(𝑏𝑧 + 𝑐𝑧)

= 𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑥𝑐𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑦𝑐𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧 + 𝑎𝑧𝑐𝑧

= (𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧) + (𝑎𝑥𝑐𝑥 + 𝑎𝑦𝑐𝑦 + 𝑎𝑧𝑐𝑧)

= 𝑎⃗ · 𝑏⃗+ 𝑎⃗ · 𝑐⃗.

3.
(𝜆𝑎⃗) · 𝑏⃗ = (𝜆𝑎𝑥)𝑏𝑥 + (𝜆𝑎𝑦)𝑏𝑦 + (𝜆𝑎𝑧)𝑏𝑧 = 𝜆(𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧) = 𝜆(⃗𝑎 · 𝑏⃗).

Âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç êîììóòàòèâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

4.

𝑎⃗ · 𝑎⃗ = 𝑎2𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎2𝑧 ≥ 0, è 𝑎⃗ · 𝑎⃗ = 0 ⇐⇒ 𝑎2𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎2𝑧 = 0 ⇐⇒ 𝑎𝑥 = 𝑎𝑦 = 𝑎𝑧 = 0.
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Теорема 1.12 (Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî). Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ 𝑎⃗ è 𝑏⃗ âåðíî:

|⃗𝑎 · 𝑏⃗| ≤ |⃗𝑎||⃗𝑏|,

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî êîãäà âåêòîðû êîëëèíåàðíû.

Доказательство. Èç ãåîìåòðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ 𝑎⃗·⃗𝑏 = |⃗𝑎||⃗𝑏| cos 𝜃, òîãäà |⃗𝑎·⃗𝑏| = |⃗𝑎||⃗𝑏|| cos 𝜃| ≤
|⃗𝑎||⃗𝑏|, òàê êàê | cos 𝜃| ≤ 1. Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè | cos 𝜃| = 1, òî åñòü êîãäà âåêòîðû
êîëëèíåàðíû (𝜃 = 0 èëè 𝜃 = 𝜋).

Теорема 1.13 (Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà). Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ 𝑎⃗, 𝑏⃗ âåðíî: |⃗𝑎 + 𝑏⃗| ≤
|⃗𝑎|+ |⃗𝑏|.
Доказательство.

|⃗𝑎+ 𝑏⃗|2 = (⃗𝑎+ 𝑏⃗) · (⃗𝑎+ 𝑏⃗)

= 𝑎⃗ · 𝑎⃗+ 2𝑎⃗ · 𝑏⃗+ 𝑏⃗ · 𝑏⃗
= |⃗𝑎|2 + 2𝑎⃗ · 𝑏⃗+ |⃗𝑏|2

≤ |⃗𝑎|2 + 2|⃗𝑎 · 𝑏⃗|+ |⃗𝑏|2

≤ |⃗𝑎|2 + 2|⃗𝑎||⃗𝑏|+ |⃗𝑏|2 (ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî)

= (|⃗𝑎|+ |⃗𝑏|)2.

Èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü, ïîëó÷àåì |⃗𝑎+ 𝑏⃗| ≤ |⃗𝑎|+ |⃗𝑏|.

1.3.3 Векторное произведение и его свойства

Определение 1.22. Векторное произведение äâóõ âåêòîðîâ 𝑎⃗ è 𝑏⃗ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
âåêòîð:

𝑐⃗ = 𝑎⃗× 𝑏⃗ = (𝑎𝑦𝑏𝑧 − 𝑎𝑧𝑏𝑦, 𝑎𝑧𝑏𝑥 − 𝑎𝑥𝑏𝑧, 𝑎𝑥𝑏𝑦 − 𝑎𝑦𝑏𝑥).

Теорема 1.14 (Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ 𝑎⃗

è 𝑏⃗ âåðíî:

1. Äëèíà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà
âåêòîðàõ 𝑎⃗ è 𝑏⃗:

|⃗𝑎× 𝑏⃗| = |⃗𝑎||⃗𝑏| sin 𝜃,
ãäå 𝜃 � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè.

2. Âåêòîð 𝑎⃗× 𝑏⃗ ïåðïåíäèêóëÿðåí îáîèì èñõîäíûì âåêòîðàì: 𝑎⃗× 𝑏⃗ ⊥ 𝑎⃗ è 𝑎⃗× 𝑏⃗ ⊥ 𝑏⃗.

Доказательство. 1.

|⃗𝑎× 𝑏⃗|2 = |⃗𝑎|2|⃗𝑏|2 sin2 𝜃 = |⃗𝑎|2|⃗𝑏|2(1− cos2 𝜃)

= |⃗𝑎|2|⃗𝑏|2 − |⃗𝑎|2|⃗𝑏|2 cos2 𝜃
= |⃗𝑎|2|⃗𝑏|2 − (⃗𝑎 · 𝑏⃗)2.

Ïîäñòàâëÿÿ êîîðäèíàòíûå âûðàæåíèÿ:

|⃗𝑎|2|⃗𝑏|2 − (⃗𝑎 · 𝑏⃗)2 = (𝑎2𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎2𝑧)(𝑏
2
𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑏2𝑧)− (𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧)

2

= (𝑎𝑦𝑏𝑧 − 𝑎𝑧𝑏𝑦)
2 + (𝑎𝑧𝑏𝑥 − 𝑎𝑥𝑏𝑧)

2 + (𝑎𝑥𝑏𝑦 − 𝑎𝑦𝑏𝑥)
2

= |⃗𝑎× 𝑏⃗|2.

Òàêèì îáðàçîì, |⃗𝑎 × 𝑏⃗| =
√︁
|⃗𝑎|2|⃗𝑏|2 − (⃗𝑎 · 𝑏⃗)2 = |⃗𝑎||⃗𝑏|| sin 𝜃|. Ïîñêîëüêó óãîë ìåæäó

âåêòîðàìè 𝜃 ∈ [0, 𝜋], òî sin 𝜃 ≥ 0, ïîýòîìó |⃗𝑎× 𝑏⃗| = |⃗𝑎||⃗𝑏| sin 𝜃.
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2. Ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî: 𝑎⃗ · (⃗𝑎× 𝑏⃗) = 𝑎𝑥(𝑎𝑦𝑏𝑧− 𝑎𝑧𝑏𝑦)+ 𝑎𝑦(𝑎𝑧𝑏𝑥− 𝑎𝑥𝑏𝑧)+ 𝑎𝑧(𝑎𝑥𝑏𝑦−
𝑎𝑦𝑏𝑥) = 0. Àíàëîãè÷íî äëÿ 𝑏⃗.

Теорема 1.15 (Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ 𝑎⃗, 𝑏⃗, 𝑐⃗ è ëþáîãî
ñêàëÿðà 𝜆 âåðíî:

1. Антикоммутативность: 𝑎⃗× 𝑏⃗ = −(⃗𝑏× 𝑎⃗).

2. Дистрибутивность: 𝑎⃗× (⃗𝑏+ 𝑐⃗) = 𝑎⃗× 𝑏⃗+ 𝑎⃗× 𝑐⃗.

3. Совместимость с умножением на скаляр: (𝜆𝑎⃗)× 𝑏⃗ = 𝜆(⃗𝑎× 𝑏⃗) = 𝑎⃗× (𝜆𝑏).

4. 𝑎⃗× 𝑎⃗ = 0⃗.

Доказательство. 1.

𝑎⃗×𝑏⃗ = (𝑎𝑦𝑏𝑧−𝑎𝑧𝑏𝑦, 𝑎𝑧𝑏𝑥−𝑎𝑥𝑏𝑧, 𝑎𝑥𝑏𝑦−𝑎𝑦𝑏𝑥) = −(𝑏𝑦𝑎𝑧−𝑏𝑧𝑎𝑦, 𝑏𝑧𝑎𝑥−𝑏𝑥𝑎𝑧, 𝑏𝑥𝑎𝑦−𝑏𝑦𝑎𝑥) = −(⃗𝑏×𝑎⃗).

2.

𝑎⃗× (⃗𝑏+ 𝑐⃗) = (𝑎𝑦(𝑏𝑧 + 𝑐𝑧)− 𝑎𝑧(𝑏𝑦 + 𝑐𝑦), 𝑎𝑧(𝑏𝑥 + 𝑐𝑥)− 𝑎𝑥(𝑏𝑧 + 𝑐𝑧), 𝑎𝑥(𝑏𝑦 + 𝑐𝑦)− 𝑎𝑦(𝑏𝑥 + 𝑐𝑥))

= (𝑎𝑦𝑏𝑧 + 𝑎𝑦𝑐𝑧 − 𝑎𝑧𝑏𝑦 − 𝑎𝑧𝑐𝑦, 𝑎𝑧𝑏𝑥 + 𝑎𝑧𝑐𝑥 − 𝑎𝑥𝑏𝑧 − 𝑎𝑥𝑐𝑧, 𝑎𝑥𝑏𝑦 + 𝑎𝑥𝑐𝑦 − 𝑎𝑦𝑏𝑥 − 𝑎𝑦𝑐𝑥)

= (𝑎𝑦𝑏𝑧 − 𝑎𝑧𝑏𝑦, 𝑎𝑧𝑏𝑥 − 𝑎𝑥𝑏𝑧, 𝑎𝑥𝑏𝑦 − 𝑎𝑦𝑏𝑥) + (𝑎𝑦𝑐𝑧 − 𝑎𝑧𝑐𝑦, 𝑎𝑧𝑐𝑥 − 𝑎𝑥𝑐𝑧, 𝑎𝑥𝑐𝑦 − 𝑎𝑦𝑐𝑥)

= 𝑎⃗× 𝑏⃗+ 𝑎⃗× 𝑐⃗.

3.

(𝜆𝑎⃗)×𝑏⃗ = (𝜆𝑎𝑦𝑏𝑧−𝜆𝑎𝑧𝑏𝑦, 𝜆𝑎𝑧𝑏𝑥−𝜆𝑎𝑥𝑏𝑧, 𝜆𝑎𝑥𝑏𝑦−𝜆𝑎𝑦𝑏𝑥) = 𝜆(𝑎𝑦𝑏𝑧−𝑎𝑧𝑏𝑦, 𝑎𝑧𝑏𝑥−𝑎𝑥𝑏𝑧, 𝑎𝑥𝑏𝑦−𝑎𝑦𝑏𝑥) = 𝜆(⃗𝑎×𝑏⃗).

4. Åñëè 𝑎⃗ = 𝑏⃗, òî âñå êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíû íóëþ.

1.3.4 Смешанное произведение векторов

Определение 1.23. Смешанное произведение òð¼õ âåêòîðîâ 𝑎⃗, 𝑏⃗, 𝑐⃗ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ñêàëÿð:

(⃗𝑎, 𝑏⃗, 𝑐⃗) = 𝑎⃗ · (⃗𝑏× 𝑐⃗).

Теорема 1.16 (Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà
ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà îáú¼ìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ 𝑎⃗, 𝑏⃗, 𝑐⃗:

𝑉 = |(⃗𝑎, 𝑏⃗, 𝑐⃗)|.

Теорема 1.17 (Ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ 𝑎⃗, 𝑏⃗, 𝑐⃗ âåðíî:

1. Циклическая перестановка: (⃗𝑎, 𝑏⃗, 𝑐⃗) = (⃗𝑏, 𝑐⃗, 𝑎⃗) = (𝑐⃗, 𝑎⃗, 𝑏⃗).

2. Перестановка двух векторов меняет знак: (⃗𝑎, 𝑏⃗, 𝑐⃗) = −(⃗𝑎, 𝑐⃗, 𝑏⃗) = −(⃗𝑏, 𝑎⃗, 𝑐⃗) =

−(𝑐⃗, 𝑏⃗, 𝑎⃗).

3. Условие компланарности: 𝑎⃗, 𝑏⃗, 𝑐⃗ êîìïëàíàðíû ⇐⇒ (⃗𝑎, 𝑏⃗, 𝑐⃗) = 0.
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Задачи для отработки

1. Äàíû âåêòîðû 𝑎⃗ = (1, 2,−1), 𝑏⃗ = (3, 0, 2), 𝑐⃗ = (−1, 1, 3). Âû÷èñëèòå:

(a) 𝑎⃗+ 2⃗𝑏− 𝑐⃗

(b) 𝑎⃗ · 𝑏⃗

(c) 𝑎⃗× 𝑏⃗

(d) (⃗𝑎, 𝑏⃗, 𝑐⃗)

2. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû 𝑎⃗ = (1, 0, 2), 𝑏⃗ = (−1, 1, 0), 𝑐⃗ = (3, 1, 4) êîìïëàíàðíû.

3. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè 𝐴(1, 2, 3), 𝐵(4, 0, 5), 𝐶(0, 6, 7).

4. Â Minecraft ñòðåëà âûïóñêàåòñÿ èç òî÷êè 𝑟⃗0 = (0, 64, 0) ñî ñêîðîñòüþ 𝑣⃗ = (10, 20, 5).
Íàéäèòå:

(a) Ïîëîæåíèå ñòðåëû ÷åðåç 2 ñåêóíäû, åñëè óñêîðåíèå 𝑎⃗ = (0,−32, 0).
(b) Ìîäóëü ñêîðîñòè ÷åðåç 2 ñåêóíäû.

(c) Óãîë ìåæäó íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ñêîðîñòÿìè.

5. Äîêàæèòå, ÷òî (⃗𝑎× 𝑏⃗) · (𝑐⃗× 𝑑) = (⃗𝑎 · 𝑐⃗)(⃗𝑏 · 𝑑)− (⃗𝑎 · 𝑑)(⃗𝑏 · 𝑐⃗).

𝑎⃗

𝑏⃗

𝑏⃗
𝑎⃗

𝑎⃗+ 𝑏⃗

(a) Сложение по правилу параллелограмма

𝑎⃗

𝑏⃗

proj𝑎⃗ 𝑏⃗

𝜃

(b) Проекция 𝑏⃗ на 𝑎⃗

Ðèñ. 6: Îñíîâíûå âåêòîðíûå îïåðàöèè.
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𝑥

𝑦

𝑧

𝑎⃗

𝑏⃗

𝑎⃗× 𝑏⃗

Векторное произведение перпендикулярно плоскости, содержащей 𝑎⃗ и 𝑏⃗

Ðèñ. 7: Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ: âåêòîðû 𝑎⃗ è 𝑏⃗ ëåæàò â ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè 𝑥𝑦, èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå 𝑎⃗ × 𝑏⃗ íàïðàâëåíî âäîëü îñè 𝑧 (ïåðïåí-
äèêóëÿðíî ïëîñêîñòè) è åãî äëèíà ðàâíà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà 𝑎⃗ è
𝑏⃗.

1.4 Линейная независимость векторов и базис

Определение 1.24. Линейной комбинацией âåêòîðîâ 𝑣⃗1, 𝑣⃗2, . . . , 𝑣⃗𝑛 íàçûâàåòñÿ âûðà-
æåíèå âèäà:

𝛼1𝑣⃗1 + 𝛼2𝑣⃗2 + · · ·+ 𝛼𝑛𝑣⃗𝑛,

ãäå 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 � ïðîèçâîëüíûå ñêàëÿðû (âåùåñòâåííûå ÷èñëà).

Определение 1.25. Âåêòîðû 𝑣⃗1, 𝑣⃗2, . . . , 𝑣⃗𝑛 íàçûâàþòñÿ линейно зависимыми, åñëè ñó-
ùåñòâóþò òàêèå ñêàëÿðû 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛, íå âñå ðàâíûå íóëþ, ÷òî:

𝛼1𝑣⃗1 + 𝛼2𝑣⃗2 + · · ·+ 𝛼𝑛𝑣⃗𝑛 = 0⃗.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ линейно независимыми.

Теорема 1.18 (Êðèòåðèé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äëÿ äâóõ âåêòîðîâ). Äâà âåêòîðà 𝑎⃗ è 𝑏⃗
ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè êîëëèíåàðíû.

Доказательство. Åñëè âåêòîðû êîëëèíåàðíû, òî ñóùåñòâóåò ñêàëÿð 𝜆 òàêîé, ÷òî 𝑏⃗ = 𝜆𝑎⃗.
Òîãäà (−𝜆)⃗𝑎+ 1 · 𝑏⃗ = 0⃗, ÷òî ïîêàçûâàåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü.

Îáðàòíî, åñëè âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ñóùåñòâóþò 𝛼 è 𝛽, íå ðàâíûå íóëþ îäíî-
âðåìåííî, òàêèå ÷òî 𝛼𝑎⃗ + 𝛽𝑏⃗ = 0⃗. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü 𝛽 ̸= 0, òîãäà
𝑏⃗ = −𝛼

𝛽
𝑎⃗, ÷òî îçíà÷àåò êîëëèíåàðíîñòü.
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Теорема 1.19 (Êðèòåðèé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äëÿ òð¼õ âåêòîðîâ). Òðè âåêòîðà 𝑎⃗, 𝑏⃗, 𝑐⃗
ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè êîìïëàíàðíû.

Доказательство. Åñëè âåêòîðû êîìïëàíàðíû, òî îíè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà 𝑐⃗
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç 𝑎⃗ è 𝑏⃗: 𝑐⃗ = 𝛼𝑎⃗+ 𝛽𝑏⃗. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝛼𝑎⃗+ 𝛽𝑏⃗− 𝑐⃗ = 0⃗, ÷òî ïîêàçûâàåò
ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü.

Îáðàòíî, åñëè âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû, òî îäèí èç íèõ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äâà äðóãèõ,
÷òî îçíà÷àåò èõ êîìïëàíàðíîñòü.

Теорема 1.20 (Ñâîéñòâà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè). 1. Ëþáàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåð-
æàùàÿ íóëåâîé âåêòîð, ëèíåéíî çàâèñèìà.

2. Åñëè ÷àñòü âåêòîðîâ ñèñòåìû ëèíåéíî çàâèñèìà, òî è âñÿ ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìà.

3. Â 𝑛-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáûå 𝑛+ 1 âåêòîð ëèíåéíî çàâèñèìû.

Доказательство. 1. Äëÿ íóëåâîãî âåêòîðà 0⃗ âûïîëíÿåòñÿ 1 · 0⃗ = 0⃗, ñëåäîâàòåëüíî, ñè-
ñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìà.

2. Ïóñòü âåêòîðû 𝑣⃗1, . . . , 𝑣⃗𝑘 ëèíåéíî çàâèñèìû: 𝛼1𝑣⃗1+ · · ·+𝛼𝑘𝑣⃗𝑘 = 0⃗, ãäå íå âñå 𝛼𝑖 ðàâíû
0. Äîáàâèì îñòàëüíûå âåêòîðû ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè: 𝛼1𝑣⃗1 + · · · + 𝛼𝑘𝑣⃗𝑘 + 0 ·
𝑣⃗𝑘+1 + · · ·+ 0 · 𝑣⃗𝑛 = 0⃗. Ïîëó÷åíà íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ,
äëÿ âñåé ñèñòåìû.

3. Ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà: ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ðàâíî 𝑛.

Определение 1.26. Базисом 𝑛-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî-
÷åííûé íàáîð èç 𝑛 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ {𝑒⃗1, 𝑒⃗2, . . . , 𝑒⃗𝑛}. Ëþáîé âåêòîð 𝑣⃗ ïðî-
ñòðàíñòâà ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

𝑣⃗ = 𝑣1𝑒⃗1 + 𝑣2𝑒⃗2 + · · ·+ 𝑣𝑛𝑒⃗𝑛.

×èñëà 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛 íàçûâàþòñÿ координатами âåêòîðà 𝑣⃗ â äàííîì áàçèñå.

Теорема 1.21. Ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñó åäèíñòâåííî.

Доказательство. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð 𝑣⃗ èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿ:

𝑣⃗ = 𝑣1𝑒⃗1 + · · ·+ 𝑣𝑛𝑒⃗𝑛 = 𝑤1𝑒⃗1 + · · ·+ 𝑤𝑛𝑒⃗𝑛.

Âû÷èòàÿ îäíî ðàâåíñòâî èç äðóãîãî, ïîëó÷èì:

(𝑣1 − 𝑤1)𝑒⃗1 + · · ·+ (𝑣𝑛 − 𝑤𝑛)𝑒⃗𝑛 = 0⃗.

Òàê êàê áàçèñíûå âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ: 𝑣𝑖−𝑤𝑖 = 0
äëÿ âñåõ 𝑖, ò.å. 𝑣𝑖 = 𝑤𝑖. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì î ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿõ.

Определение 1.27. Áàçèñ {𝑒⃗1, 𝑒⃗2, . . . , 𝑒⃗𝑛} íàçûâàåòñÿ ортонормированным, åñëè:{︃
|𝑒⃗𝑖| = 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛,

𝑒⃗𝑖 · 𝑒⃗𝑗 = 0, 𝑖 ̸= 𝑗.

Ýòè óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü êîìïàêòíî ñ ïîìîùüþ ñèìâîëà Êðîíåêåðà:

𝑒⃗𝑖 · 𝑒⃗𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 =

{︃
1, 𝑖 = 𝑗,

0, 𝑖 ̸= 𝑗.
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Теорема 1.22. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {𝑒⃗1, 𝑒⃗2, . . . , 𝑒⃗𝑛} êîîðäèíàòû âåêòîðà 𝑣⃗ âû÷èñ-
ëÿþòñÿ êàê ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ:

𝑣𝑖 = 𝑣⃗ · 𝑒⃗𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Доказательство. Çàïèøåì ðàçëîæåíèå âåêòîðà 𝑣⃗ = 𝑣1𝑒⃗1 + 𝑣2𝑒⃗2 + · · · + 𝑣𝑛𝑒⃗𝑛 è âîçüì¼ì
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ 𝑒⃗𝑖:

𝑣⃗ · 𝑒⃗𝑖 = (𝑣1𝑒⃗1 + · · ·+ 𝑣𝑛𝑒⃗𝑛) · 𝑒⃗𝑖 = 𝑣1(𝑒⃗1 · 𝑒⃗𝑖) + · · ·+ 𝑣𝑛(𝑒⃗𝑛 · 𝑒⃗𝑖).

Â ñèëó îðòîíîðìèðîâàííîñòè áàçèñà âñå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ 𝑒⃗𝑗 · 𝑒⃗𝑖 ðàâíû 0 ïðè 𝑗 ̸= 𝑖
è 1 ïðè 𝑗 = 𝑖. Ïîýòîìó 𝑣⃗ · 𝑒⃗𝑖 = 𝑣𝑖.

𝑣⃗1

𝑣⃗2

íåçàâèñèìû

𝑣⃗1

çàâèñèìû

𝑣⃗2 = 0.5𝑣⃗1

𝑒⃗1

𝑒⃗2

𝑒⃗3

áàçèñ R3

Ðèñ. 8: Ïðèìåðû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ è çàâèñèìûõ âåêòîðîâ, à òàêæå áàçèñ òð¼õìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Задачи для отработки

1. Íàéäèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà 𝜆 âåêòîðû áóäóò ëèíåéíî çàâèñèìûìè:

(a) 𝑎⃗ = (𝜆, 1, 0), 𝑏⃗ = (1, 𝜆, 1), 𝑐⃗ = (0, 1, 𝜆)

(b) 𝑎⃗ = (1, 𝜆, 1), 𝑏⃗ = (𝜆, 1, 0), 𝑐⃗ = (1, 0,−𝜆)

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âåêòîðû 𝑎⃗, 𝑏⃗, 𝑐⃗ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî âåêòîðû:

(a) 𝑎⃗+ 𝑏⃗, 𝑏⃗+ 𝑐⃗, 𝑐⃗+ 𝑎⃗ òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû

(b) 𝑎⃗− 𝑏⃗, 𝑏⃗− 𝑐⃗, 𝑐⃗− 𝑎⃗ ëèíåéíî çàâèñèìû

3. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè áàçèñ îðòîíîðìèðîâàííûì:

(a) 𝑒⃗1 = (1, 0, 0), 𝑒⃗2 = (0, 1, 0), 𝑒⃗3 = (0, 0, 1)

(b) 𝑒⃗1 = ( 1√
2
, 1√

2
, 0), 𝑒⃗2 = (− 1√

2
, 1√

2
, 0), 𝑒⃗3 = (0, 0, 1)

(c) 𝑒⃗1 = (1, 0, 0), 𝑒⃗2 = (0, 1
2
, 0), 𝑒⃗3 = (0, 0, 1)

4. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà 𝑣⃗ = (3, 4, 5):

(a) Â ñòàíäàðòíîì áàçèñå {⃗𝑖, 𝑗⃗, 𝑘⃗}
(b) Â áàçèñå {𝑒⃗1 = (1, 0, 0), 𝑒⃗2 = (1, 1, 0), 𝑒⃗3 = (1, 1, 1)}
(c) Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå èç ïóíêòà 4(b)
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5. Ïóñòü â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíû âåêòîðû 𝑎⃗ = (1, 2, 3), 𝑏⃗ = (4, 5, 6). Íàéäèòå:

(a) Âñå âåêòîðû, êîëëèíåàðíûå âåêòîðó 𝑎⃗

(b) Âñå âåêòîðû, êîìïëàíàðíûå ñ 𝑎⃗ è 𝑏⃗

(c) Îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ 𝑎⃗, 𝑏⃗ è 𝑐⃗ = (7, 8, 9)

6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè {𝑒⃗1, 𝑒⃗2, 𝑒⃗3} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
𝑣⃗ âûïîëíÿåòñÿ:

|𝑣⃗|2 = (𝑣⃗ · 𝑒⃗1)2 + (𝑣⃗ · 𝑒⃗2)2 + (𝑣⃗ · 𝑒⃗3)2.

7. Ïîñòðîéòå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà âåêòîðû 𝑎⃗ = (1, 1, 0)

è 𝑏⃗ = (0, 1, 1).

1.5 Абсолютные и относительные системы координат

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîëîæåíèÿ îáúåêòîâ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, êàæäàÿ
ñî ñâîåé îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ.

Определение 1.28. Абсолютная система координат ïðåäïîëàãàåò ôèêñèðîâàííîå
íà÷àëî îòñ÷¼òà è áàçèñ. Êîîðäèíàòû îáúåêòà â òàêîé ñèñòåìå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò åãî
ïîëîæåíèå â ãëîáàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèìåð � äåêàðòîâà ñèñòåìà (𝑋, 𝑌, 𝑍) ñ íà÷àëîì
â âûáðàííîé òî÷êå 𝑂.

Определение 1.29. Относительная система координат çàäà¼òñÿ îòíîñèòåëüíî íåêî-
òîðîãî îáúåêòà-íàáëþäàòåëÿ. Åñëè íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ â òî÷êå 𝑟⃗0 è èìååò ñîáñòâåííûé
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}, òî êîîðäèíàòû òî÷êè 𝑟⃗ â åãî ñèñòåìå âû÷èñëÿþòñÿ
êàê:

𝑟⃗ local = ((𝑟⃗ − 𝑟⃗0) · 𝑒1, (𝑟⃗ − 𝑟⃗0) · 𝑒2, (𝑟⃗ − 𝑟⃗0) · 𝑒3).

Ýòî óäîáíî, íàïðèìåð, â ðîáîòîòåõíèêå èëè êîìïüþòåðíîé ãðàôèêå äëÿ ðàñ÷¼òà âèäèìîñòè
îáúåêòîâ.

𝑋

𝑌

𝑂

íàáëþäàòåëü 𝑟⃗0

𝑒1

𝑒2

òî÷êà 𝑟⃗

𝑟⃗ − 𝑟⃗0

(𝑟⃗ − 𝑟⃗0) · 𝑒2 (𝑟⃗ − 𝑟⃗0) · 𝑒1

Ðèñ. 9: Àáñîëþòíàÿ (ãëîáàëüíàÿ) ñèñòåìà êîîðäèíàò è ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà, ñâÿçàííàÿ ñ
íàáëþäàòåëåì. Êîîðäèíàòû òî÷êè 𝑟⃗ â ëîêàëüíîé ñèñòåìå ïîëó÷àþòñÿ ïðîåêöèÿìè âåêòîðà
𝑟⃗ − 𝑟⃗0 íà îñè 𝑒1, 𝑒2.
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Определение 1.30 (Èåðàðõè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò). Èåðàðõè÷åñêèå ñèñòåìû êîîð-
äèíàò âîçíèêàþò ïðè íàëè÷èè âëîæåííûõ ñòðóêòóð. Íàïðèìåð, ïîëîæåíèå òî÷êè âíóòðè
ÿ÷åéêè (÷àíêà) ìîæåò îïèñûâàòüñÿ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (𝑐𝑥, 𝑐𝑦, 𝑐𝑧) ∈ [0, 𝐿)3, à ñàìà
ÿ÷åéêà � ãëîáàëüíûìè èíäåêñàìè (𝐶𝑥, 𝐶𝑦, 𝐶𝑧). Òîãäà ãëîáàëüíûå êîîðäèíàòû òî÷êè:

𝑟⃗global = (𝐿 · 𝐶𝑥 + 𝑐𝑥, 𝐿 · 𝐶𝑦 + 𝑐𝑦, 𝐿 · 𝐶𝑧 + 𝑐𝑧).

Задачи для отработки

1. Èãðîê íàõîäèòñÿ â òî÷êå 𝑟⃗0 = (100, 64, 200) è ñìîòðèò âäîëü âåêòîðà 𝑒1 = (1, 0, 0).
Íàéäèòå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû òî÷êè 𝑟⃗ = (103, 65, 198) îòíîñèòåëüíî èãðîêà.

2. ×àíê â Minecraft èìååò ðàçìåð 𝐿 = 16. Áëîê íàõîäèòñÿ â ÷àíêå ñ èíäåêñàìè (𝐶𝑥 =
2, 𝐶𝑧 = −3) è èìååò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (𝑐𝑥 = 5, 𝑐𝑦 = 64, 𝑐𝑧 = 10). Íàéäèòå åãî
ãëîáàëüíûå êîîðäèíàòû (𝑥, 𝑦, 𝑧).

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè áàçèñ {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} îðòîíîðìèðîâàí, òî ïðåîáðàçîâàíèå èç ãëîáàëü-
íîé â ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå: |𝑟⃗ − 𝑟⃗0| = |𝑟⃗local|.

1.6 Декартова система координат и углы Эйлера

Определение 1.31 (Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò). Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííîé ÿâëÿåò-
ñÿ ïðàâàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îíà çàäà¼òñÿ îðòî-
íîðìèðîâàííûì áàçèñîì èç òð¼õ âåêòîðîâ 𝑖̂, 𝑗̂, 𝑘, ñîîòâåòñòâóþùèõ îñÿì 𝑋, 𝑌, 𝑍. Ëþáîé
âåêòîð 𝑣⃗ ðàñêëàäûâàåòñÿ:

𝑣⃗ = 𝑣𝑥𝑖̂+ 𝑣𝑦 𝑗̂ + 𝑣𝑧𝑘.

Определение 1.32 (Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû). Â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå íàïðàâëåíèå âåê-
òîðà çàäà¼òñÿ äâóìÿ óãëàìè:

� 𝜃 ∈ [0, 𝜋] � ïîëÿðíûé óãîë (îòêëîíåíèå îò âåðòèêàëüíîé îñè 𝑍);

� 𝜑 ∈ [0, 2𝜋) � àçèìóòàëüíûé óãîë (â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè).

Òîãäà êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà íàïðàâëåíèÿ:

𝑣 = (sin 𝜃 cos𝜑, sin 𝜃 sin𝜑, cos 𝜃).

Задачи для отработки

1. Âåêòîð 𝑣⃗ = (2,−3, 6). Íàéäèòå åãî äëèíó è óãëû 𝜃 è 𝜑 â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò.

2. Èãðîê ñìîòðèò â íàïðàâëåíèè, çàäàííîì óãëàìè 𝜃 = 60∘, 𝜑 = 45∘. Íàéäèòå åäèíè÷-
íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ âçãëÿäà â äåêàðòîâîé ñèñòåìå.

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà 𝑣 = (sin 𝜃 cos𝜑, sin 𝜃 sin𝜑, cos 𝜃) âû-
ïîëíÿåòñÿ |𝑣| = 1.
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𝑥

𝑦

𝑧
𝑃

𝑃𝑥𝑦

𝑂

𝑟
𝜃

𝜑

𝑟 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos𝜑
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin𝜑
𝑧 = 𝑟 cos 𝜃

Ðèñ. 10: Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû: ðàäèóñ 𝑟, ïîëÿðíûé óãîë 𝜃 (îò îñè 𝑧) è àçèìóòàëüíûé
óãîë 𝜑 (â ïëîñêîñòè 𝑥𝑦, îòñ÷èòûâàåòñÿ îò îñè 𝑥). Ïóíêòèðíûå ëèíèè ïîêàçûâàþò ïðîåêöèè
òî÷êè 𝑃 íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè è îñè.

1.7 Понятие градиента скалярного поля

Определение 1.33. Скалярное поле � ôóíêöèÿ 𝑓 : R𝑛 → R, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ÷èñëî (íàïðèìåð, òåìïåðàòóðó, äàâëåíèå, ïîòåíöèàë).

Определение 1.34. Градиент ñêàëÿðíîãî ïîëÿ 𝑓 � âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà, óêàçûâàþùàÿ
íàïðàâëåíèå íàèñêîðåéøåãî ðîñòà ôóíêöèè è ðàâíàÿ ïî ìîäóëþ ñêîðîñòè ýòîãî ðîñòà:

∇𝑓 = grad(𝑓) =

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥1

,
𝜕𝑓

𝜕𝑥2

, ...,
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛

)︂
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

𝑒⃗𝑖.

Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

∇𝑓 =

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
,
𝜕𝑓

𝜕𝑧

)︂
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖⃗+

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗⃗ +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑘⃗.

Теорема 1.23 (Ñâîéñòâà ãðàäèåíòà). Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ 𝑓 è åäèíè÷íîãî âåêòîðà 𝑢̂
âåðíî:

1. Ãðàäèåíò íàïðàâëåí ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòÿì óðîâíÿ 𝑓(𝑟⃗) = const.

2. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ 𝑢̂ ðàâíà:
𝜕𝑓

𝜕𝑢
= ∇𝑓 · 𝑢̂.

3. Åñëè ∇𝑓 = 0⃗ â òî÷êå, òî ýòà òî÷êà � ñòàöèîíàðíàÿ (âîçìîæíûé ýêñòðåìóì).
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0
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𝑥 𝑦

𝑓
(𝑥
,𝑦
)

Ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ 𝑓(𝑥, 𝑦) = sin 𝑥+ sin 𝑦

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

𝑓

Ðèñ. 11: Ãðàäèåíò ôóíêöèè 𝑓(𝑥, 𝑦) = sin 𝑥 + sin 𝑦, ïîêàçàííûé êðàñíûìè ñòðåëêàìè íà
ïîâåðõíîñòè. Êàæäàÿ ñòðåëêà íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå (𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦)) è íàïðàâëåíà â ñòîðîíó
íàèñêîðåéøåãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè; å¼ êîíåö òàêæå ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè.

Задачи для отработки

1. Íàéäèòå ãðàäèåíò ôóíêöèè 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 3𝑦 − 𝑧3 â òî÷êå (1, 2, 1).

2. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥𝑦 â òî÷êå (0, 1) ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà
𝑣⃗ = (3, 4).

3. Â Minecraft îñâåù¼ííîñòü 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑧) óáûâàåò íà 1 çà êàæäûé áëîê îò èñòî÷íèêà. Åñëè
èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ â òî÷êå (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), íàéäèòå ãðàäèåíò îñâåù¼ííîñòè â ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êå.

4. Ïóñòü âûñîòà ìåñòíîñòè çàäàíà ôóíêöèåé ℎ(𝑥, 𝑧) = sin(𝑥) + cos(𝑧). Â êàêîì íàïðàâ-
ëåíèè íóæíî äâèãàòüñÿ èç òî÷êè (𝜋/2, 0), ÷òîáû ïîäíèìàòüñÿ íàèáîëåå êðóòî?

1.8 Клеточные автоматы

Определение 1.35 (Êëåòî÷íûé àâòîìàò). Клеточный автомат � äèñêðåòíàÿ ìîäåëü,
ñîñòîÿùàÿ èç ðåãóëÿðíîé ðåø¼òêè ÿ÷ååê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ â îäíîì èç êî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé. Ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè ïðîèñõîäèò ñèíõðîííî ïî ïðàâèëó
ïåðåõîäà, çàâèñÿùåìó îò ñîñòîÿíèÿ ñàìîé ÿ÷åéêè è å¼ ñîñåäåé. Ôîðìàëüíî êëåòî÷íûé
àâòîìàò çàäà¼òñÿ ÷åòâ¼ðêîé:

𝐶𝐴 = (𝐿, 𝑆,𝑁, 𝜙),
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ãäå 𝐿 � ðåø¼òêà (îáû÷íî Z𝑑), 𝑆 � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, 𝑁 � îêðåñòíîñòü (íàáîð
âåêòîðîâ-ñìåùåíèé), 𝜙 : 𝑆|𝑁 | → 𝑆 � ëîêàëüíîå ïðàâèëî ïåðåõîäà.

Пример (Ïðàâèëî èãðû ¾Æèçíü¿). Äëÿ äâóìåðíîé êâàäðàòíîé ðåø¼òêè, îêðåñòíîñòè
Ìóðà (8 ñîñåäåé) è ïðàâèëà 𝐵3/𝑆23 ïîëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêèé àâòîìàò Äæ. Êîíâåÿ.

𝑐

𝑛1 𝑛2 𝑛3

𝑛4

𝑛5𝑛6𝑛7

𝑛8

Îêðåñòíîñòü Ìóðà

𝑐

𝑛𝑆

𝑛𝐸

𝑛𝑁

𝑛𝑊

Îêðåñòíîñòü ôîí Íåéìàíà

Ðèñ. 12: Äâà îñíîâíûõ òèïà îêðåñòíîñòè â äâóìåðíûõ êëåòî÷íûõ àâòîìàòàõ: Ìóðà (8
ñîñåäåé) è ôîí Íåéìàíà (4 ñîñåäà). Öåíòðàëüíàÿ êëåòêà 𝑐 è å¼ ñîñåäè.

1.9 Метрики расстояния

Определение 1.36 (Åâêëèäîâà ìåòðèêà). Äëÿ äâóõ òî÷åê 𝑎⃗ = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝑏⃗ = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) â
òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (èëè àíàëîãè÷íî íà ïëîñêîñòè) евклидово расстояние îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê

‖𝑎⃗− 𝑏⃗‖2 =
√︀

(𝑥1 − 𝑥2)2 + (𝑦1 − 𝑦2)2 + (𝑧1 − 𝑧2)2.

Определение 1.37 (Ìàíõýòòåíñêàÿ ìåòðèêà). Äëÿ äâóõ òî÷åê 𝑎⃗ = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝑏⃗ = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)
манхэттенское расстояние (èëè ðàññòîÿíèå ãîðîäñêèõ êâàðòàëîâ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

‖𝑎⃗− 𝑏⃗‖1 = |𝑥1 − 𝑥2|+ |𝑦1 − 𝑦2|+ |𝑧1 − 𝑧2|.

Определение 1.38 (Ìåòðèêà ×åáûø¼âà). Äëÿ äâóõ òî÷åê 𝑎⃗ = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝑏⃗ = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)
íà ïëîñêîñòè расстояние Чебышёва îïðåäåëÿåòñÿ êàê

‖𝑎⃗− 𝑏⃗‖∞ = max(|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|, |𝑧1 − 𝑧2|).

1.10 Диаграмма Вороного

Определение 1.39 (Äèàãðàììà Âîðîíîãî). Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî òî÷åê (íàçûâàåìûõ
центрами èëè семенами) 𝑃 = {𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛} ⊂ R2. Диаграмма Вороного � ýòî ðàç-
áèåíèå ïëîñêîñòè íà 𝑛 îáëàñòåé 𝑉 (𝑝𝑖), ãäå

𝑉 (𝑝𝑖) =
{︀
𝑥 ∈ R2 | ‖𝑥− 𝑝𝑖‖ ≤ ‖𝑥− 𝑝𝑗‖ ∀𝑗 ̸= 𝑖

}︀
.

Êàæäàÿ îáëàñòü 𝑉 (𝑝𝑖) íàçûâàåòñÿ ячейкой Вороного è ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè,
äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèå äî 𝑝𝑖 íå áîëüøå, ÷åì äî ëþáîãî äðóãîãî öåíòðà.
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Åâêëèäîâà (𝐿2)

‖𝑥‖2 = 1

Ìàíõýòòåíñêàÿ (𝐿1)

‖𝑥‖1 = 1

×åáûø¼âà (𝐿∞)

‖𝑥‖∞ = 1

Ðèñ. 13: Åäèíè÷íûå êðóãè (øàðû) äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòðèê íà ïëîñêîñòè: åâêëèäîâîé (êðóã),
ìàíõýòòåíñêîé (ðîìá) è ×åáûø¼âà (êâàäðàò).

Замечание. Äèàãðàììà Âîðîíîãî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîé ìåòðèêè, îäíàêî â
êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå èñïîëüçóåòñÿ åâêëèäîâà ìåòðèêà. Ãðàíèöû ìåæäó ÿ÷åéêàìè ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé îòðåçêè ïðÿìûõ (â åâêëèäîâîì ñëó÷àå), ðàâíîóäàë¼ííûõ îò äâóõ ñîñåäíèõ
öåíòðîâ.

Теорема 1.24 (Ñâîéñòâà äèàãðàììû Âîðîíîãî). Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê â îáùåì
ïîëîæåíèè (íèêàêèå òðè íå êîëëèíåàðíû, íèêàêèå ÷åòûðå íå ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè)
äèàãðàììà Âîðîíîãî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Êàæäàÿ ÿ÷åéêà 𝑉 (𝑝𝑖) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì (âîçìîæíî, íåîãðàíè-
÷åííûì).

2. Ð¼áðà äèàãðàììû � ýòî îòðåçêè ïðÿìûõ, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò äâóõ öåíòðîâ.

3. Âåðøèíû äèàãðàììû ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òðè öåíòðà-
ñîñåäà (ïóñòûå îêðóæíîñòè).

4. Äèàãðàììà Âîðîíîãî äâîéñòâåííà òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå: ñîåäèíåíèå öåíòðîâ, ÷üè
ÿ÷åéêè ãðàíè÷àò, äà¼ò òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå.

Пример (Äèàãðàììà Âîðîíîãî äëÿ øåñòè ñëó÷àéíûõ òî÷åê). Íà ðèñóíêå 14 ñõåìàòè÷-
íî ïîêàçàíû öåíòðû äèàãðàììû Âîðîíîãî (ðåàëüíûå ãðàíèöû îïóùåíû äëÿ ïðîñòîòû).
Êàæäàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò âñå òî÷êè, áëèæàéøèå ê ñâîåìó öåíòðó.

𝑝1

𝑝2

𝑝3

𝑝4

𝑝5

𝑝6

Ðèñ. 14: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå öåíòðîâ è ïðèìåðíûõ ãðàíèö äèàãðàììû Âîðîíîãî. Â
ðåàëüíîñòè ãðàíèöû îïðåäåëÿþòñÿ ñòðîãî êàê ìíîæåñòâà òî÷åê, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò äâóõ
öåíòðîâ.
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1.11 Конечные автоматы

Определение 1.40. Конечный автомат (�nite-state machine, FSM) � ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü äèñêðåòíîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿ â îäíîì èç
êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîñòîÿíèé è ìîæåò ïåðåõîäèòü èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå â îòâåò íà
âõîäíûå âîçäåéñòâèÿ. Ôîðìàëüíî, äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò çàäà¼òñÿ ïÿò¼ð-
êîé:

𝑀 = (𝑄,Σ, 𝛿, 𝑞0, 𝐹 ),

ãäå:

� 𝑄 = {𝑞0, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé;

� Σ � êîíå÷íûé âõîäíîé àëôàâèò (ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âõîäíûõ ñèìâîëîâ);

� 𝛿 : 𝑄 × Σ → 𝑄 � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ, îïðåäåëÿþùàÿ ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå ïî òåêó-
ùåìó ñîñòîÿíèþ è âõîäíîìó ñèìâîëó;

� 𝑞0 ∈ 𝑄 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå;

� 𝐹 ⊆ 𝑄 � ìíîæåñòâî äîïóñêàþùèõ (çàêëþ÷èòåëüíûõ) ñîñòîÿíèé.

Àâòîìàò ðàáîòàåò äèñêðåòíî: â êàæäûé òàêò îí ñ÷èòûâàåò îäèí ñèìâîë èç âõîäíîé
ñòðîêè è èçìåíÿåò ñâî¼ ñîñòîÿíèå ñîãëàñíî ôóíêöèè 𝛿. Åñëè ïîñëå îáðàáîòêè âñåé ñòðî-
êè àâòîìàò îêàçûâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè èç 𝐹 , ñòðîêà ïðèíèìàåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �
îòâåðãàåòñÿ.

Íåäåòåðìèíèðîâàííûå êîíå÷íûå àâòîìàòû (NFA) îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ ïåðå-
õîäîâ 𝛿 îòîáðàæàåò ïàðó (𝑞, 𝑎) â ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñëåäóþùèõ ñîñòîÿíèé (âîçìîæíî
ïóñòîå). Íåñìîòðÿ íà ýòî, êëàññ ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ NFA, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ÿçûêîâ,
ðàñïîçíàâàåìûõ äåòåðìèíèðîâàííûìè àâòîìàòàìè.

Пример: Ðàññìîòðèì àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé äâîè÷íûå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 3. Ñî-
ñòîÿíèÿ 𝑄 = {𝑞0, 𝑞1, 𝑞2} ñîîòâåòñòâóþò îñòàòêàì îò äåëåíèÿ íà 3. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå 𝑞0
(îñòàòîê 0). Âõîäíîé àëôàâèò Σ = {0, 1}. Ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ:

� Åñëè â ñîñòîÿíèè 𝑞𝑖 ïðèø¼ë ñèìâîë 0, ïåðåõîäèì â ñîñòîÿíèå 𝑞(2𝑖 mod 3).

� Åñëè ïðèø¼ë ñèìâîë 1, ïåðåõîäèì â ñîñòîÿíèå 𝑞(2𝑖+1 mod 3).

Äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå � 𝑞0. Òàêîé àâòîìàò ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðîâåðêè äåëèìî-
ñòè íà 3 ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñ÷èòûâàíèè áèòîâ.

Êîíå÷íûå àâòîìàòû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ïðîåêòèðîâàíèè öèôðîâûõ ñõåì, ëåêñè÷å-
ñêîì àíàëèçå (â êîìïèëÿòîðàõ), ìîäåëèðîâàíèè ïðîñòûõ ïðîòîêîëîâ è îïèñàíèè ïîâåäåí-
÷åñêèõ ïàòòåðíîâ.

Задачи для отработки

1. Ïîñòðîéòå êîíå÷íûé àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé äâîè÷íûå ÷èñëà, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà
4.

2. Ïîñòðîéòå àâòîìàò äëÿ ÿçûêà ñòðîê íàä {𝑎, 𝑏}, â êîòîðûõ ñèìâîë 'a' âñòðå÷àåòñÿ
÷¼òíîå ÷èñëî ðàç.

3. Ìîäåëèðóéòå ïîâåäåíèå êðèïåðà â Minecraft êàê êîíå÷íûé àâòîìàò. Îïðåäåëèòå ñî-
ñòîÿíèÿ (íàïðèìåð, "ñïîêîéíûé "ïîäðûâ "ìèãàíèå") è óñëîâèÿ ïåðåõîäîâ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî àâòîìàò èç ïðèìåðà äåéñòâèòåëüíî ðàñïîçíà¼ò äâîè÷íûå ÷èñëà, äå-
ëÿùèåñÿ íà 3.
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Ñïîêîéíûéstart Ïîäðûâ

Âçðûâ

èãðîê â ðàäèóñå 3

òàéìåð < 1.5 ñ

òàéìåð = 1.5 ñ

ïîñëå âçðûâà

Ðèñ. 15: Êîíå÷íûé àâòîìàò, ìîäåëèðóþùèé ïîâåäåíèå êðèïåðà. Ñîñòîÿíèÿ: ñïîêîéíûé
(îæèäàíèå), ïîäðûâ (çàïóñê òàéìåðà), âçðûâ (óíè÷òîæåíèå ñóùíîñòè è áëîêîâ).

1.12 Цепь Маркова

Определение 1.41. Цепь Маркова � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, îá-
ëàäàþùåãî ñâîéñòâîì îòñóòñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ (ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì): áóäóùåå ñîñòî-
ÿíèå ïðîöåññà çàâèñèò òîëüêî îò åãî òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ è íå çàâèñèò îò òîãî, êàê ïðî-
öåññ ïðèø¼ë â ýòî ñîñòîÿíèå. Ôîðìàëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {𝑋𝑡},
𝑡 = 0, 1, 2, . . . , ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â êîíå÷íîì èëè ñ÷¼òíîì ìíîæåñòâå 𝑆 (ïðîñòðàíñòâî
ñîñòîÿíèé), íàçûâàåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà, åñëè äëÿ âñåõ 𝑡 ≥ 0 è âñåõ 𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑡−1, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆
âûïîëíÿåòñÿ:

𝑃 (𝑋𝑡+1 = 𝑗 | 𝑋𝑡 = 𝑖,𝑋𝑡−1 = 𝑖𝑡−1, . . . , 𝑋0 = 𝑖0) = 𝑃 (𝑋𝑡+1 = 𝑗 | 𝑋𝑡 = 𝑖).

Âåðîÿòíîñòè 𝑃 (𝑋𝑡+1 = 𝑗 | 𝑋𝑡 = 𝑖) íàçûâàþòñÿ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè è ÷àñòî
íå çàâèñÿò îò âðåìåíè (îäíîðîäíûå öåïè Ìàðêîâà). Îíè îáðàçóþò ìàòðèöó ïåðåõîäîâ
𝑃 = (𝑝𝑖𝑗), ãäå 𝑝𝑖𝑗 = 𝑃 (𝑋𝑡+1 = 𝑗 | 𝑋𝑡 = 𝑖). Ýòà ìàòðèöà ñòîõàñòè÷åñêàÿ: 𝑝𝑖𝑗 ≥ 0 è

∑︀
𝑗∈𝑆 𝑝𝑖𝑗 = 1

äëÿ êàæäîãî 𝑖.
Пример: Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ìîäåëü ïîãîäû, â êîòîðîé êàæäûé äåíü ìîæåò áûòü

ëèáî ñîëíå÷íûì (𝑆), ëèáî äîæäëèâûì (𝑅). Ïóñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàâòðà áóäåò
ñîëíå÷íî, åñëè ñåãîäíÿ ñîëíå÷íî, ðàâíà 0.8, à åñëè ñåãîäíÿ äîæäü � 0.4. Òîãäà ìàòðèöà
ïåðåõîäîâ:

𝑃 =

(︂
𝑝𝑆𝑆 = 0.8 𝑝𝑆𝑅 = 0.2
𝑝𝑅𝑆 = 0.4 𝑝𝑅𝑅 = 0.6

)︂
.

Åñëè ñåãîäíÿ ñîëíå÷íî (íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå 𝜋0 = [1, 0]), òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-
íîñòåé ÷åðåç äâà äíÿ:
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𝜋2 = 𝜋0𝑃
2 = [1, 0]

(︂
0.8 0.2
0.4 0.6

)︂2

= [1, 0]

(︂
0.72 0.28
0.56 0.44

)︂
= [0.72, 0.28].

Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç äâà äíÿ âåðîÿòíîñòü ñîëíå÷íîé ïîãîäû ðàâíà 0.72, äîæäëèâîé �
0.28.

Определение 1.42. Стационарное распределение öåïè Ìàðêîâà � âåêòîð âåðîÿò-
íîñòåé 𝜋 òàêîé, ÷òî 𝜋𝑃 = 𝜋. Îí íå ìåíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè íà ìàòðèöó ïåðåõîäîâ è
îïèñûâàåò äîëãîñðî÷íîå ïîâåäåíèå öåïè.

Определение 1.43. Öåïü Ìàðêîâà íàçûâàåòñÿ эргодической, åñëè ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå, è öåïü ñõîäèòñÿ ê íåìó íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ.

Определение 1.44. Ñîñòîÿíèå 𝑖 íàçûâàåòñÿ поглощающим, åñëè 𝑝𝑖𝑖 = 1 (ò.å. èç íåãî
íåâîçìîæíî âûéòè).

Öåïè Ìàðêîâà ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, áèîèíôîðìàòèêå (ìîäå-
ëèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÄÍÊ), ìàøèííîì îáó÷åíèè (ñêðûòûå ìàðêîâñêèå ìîäåëè)
è ýêîíîìè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè.

Ñîëíå÷íî Äîæäü

0.8

0.2

0.6

0.4

Ðèñ. 16: Öåïü Ìàðêîâà äëÿ ìîäåëè ïîãîäû. Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè
¾ñîëíå÷íî¿ è ¾äîæäü¿ ñîîòâåòñòâóþò ïðèìåðó èç ðàçäåëà.

Задачи для отработки

1. Íàéäèòå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ öåïè Ìàðêîâà èç ïðèìåðà ñ ïîãîäîé.

2. Ïîñòðîéòå öåïü Ìàðêîâà äëÿ ðîñòà ïøåíèöû â Minecraft (ñòàäèè 0-7), åñëè âåðîÿò-
íîñòü ðîñòà çà òàêò ðàâíà 𝑝.

3. Äëÿ öåïè ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ 𝑃 =

(︂
0.5 0.5
0.3 0.7

)︂
íàéäèòå âåðîÿòíîñòü íàõîäèòüñÿ â

ñîñòîÿíèè 1 ÷åðåç 3 øàãà, åñëè íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå 𝜋0 = [0, 1].

4. Â Minecraft ïðè ðàçâåäåíèè æèâîòíûõ êàæäîå æèâîòíîå èìååò âåðîÿòíîñòü 0.3 ïðî-
èçâåñòè ïîòîìñòâî çà ñóòêè. Ïîñòðîéòå öåïü Ìàðêîâà äëÿ ïîïóëÿöèè èç ìàêñèìàëüíî
10 æèâîòíûõ.
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1.13 Основы теории графов

Определение 1.45. Граф � ïàðà 𝐺 = (𝑉,𝐸), ãäå 𝑉 � ìíîæåñòâî âåðøèí, 𝐸 ⊆ {{𝑢, 𝑣} |
𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉, 𝑢 ̸= 𝑣} � ìíîæåñòâî ð¼áåð. Ориентированный граф � ïàðà 𝐺 = (𝑉,𝐸), ãäå
𝐸 ⊆ 𝑉 × 𝑉 � ìíîæåñòâî äóã (íàïðàâëåííûõ ð¼áåð).

Определение 1.46. Путь â ãðàôå � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí 𝑣0, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘, òàêàÿ ÷òî
(𝑣𝑖−1, 𝑣𝑖) ∈ 𝐸 äëÿ êàæäîãî 𝑖 = 1, . . . , 𝑘. Äëèíà ïóòè ðàâíà 𝑘. Взвешенный граф � ãðàô,
êàæäîìó ðåáðó êîòîðîãî ïðèïèñàíî ÷èñëî � âåñ 𝑤 : 𝐸 → R.

Определение 1.47. Матрица смежности ãðàôà 𝐺 ñ 𝑛 âåðøèíàìè � êâàäðàòíàÿ ìàò-
ðèöà 𝐴 ðàçìåðà 𝑛× 𝑛, ãäå 𝐴𝑖𝑗 = 1, åñëè (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Определение 1.48 (Ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì). Эвристический алгоритм � àëãîðèòì,
èñïîëüçóþùèé äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ (ýâðèñòèêó) î çàäà÷å äëÿ óñêîðåíèÿ ïîèñêà
ðåøåíèÿ, ÷àñòî çà ñ÷¼ò îòêàçà îò ãàðàíòèè îïòèìàëüíîñòè â îáìåí íà ñêîðîñòü. Â êîíòåêñòå
ïîèñêà íà ãðàôàõ ýâðèñòèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ ℎ(𝑣), îöåíèâàþùóþ ñòîèìîñòü
ïóòè îò òåêóùåé âåðøèíû äî öåëè.

Алгоритмы поиска на графах

1. Поиск в ширину (BFS) � íàõîäèò êðàò÷àéøèé ïóòü â íåâçâåøåííîì ãðàôå.

2. Алгоритм Дейкстры � íàõîäèò êðàò÷àéøèé ïóòü âî âçâåøåííîì ãðàôå ñ íåîòðè-
öàòåëüíûìè âåñàìè.

3. A* � ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé îöåíî÷íóþ ôóíêöèþ 𝑓(𝑣) = 𝑔(𝑣) +
ℎ(𝑣), ãäå 𝑔(𝑣) � ñòîèìîñòü ïóòè îò ñòàðòà, ℎ(𝑣) � äîïóñòèìàÿ ýâðèñòèêà (íèæíÿÿ
îöåíêà îñòàâøåãîñÿ ïóòè). Áëàãîäàðÿ ýâðèñòèêå A* ÷àñòî íàõîäèò ïóòü áûñòðåå, ÷åì
àëãîðèòì Äåéêñòðû, îñòàâàÿñü îïòèìàëüíûì ïðè óñëîâèè äîïóñòèìîñòè ℎ(𝑣).

A B

C D

(a) Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô

A B

C D

(b) Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô

Ðèñ. 17: Ïðèìåðû ãðàôîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóð äàííûõ è ñâÿçåé â
Minecraft (íàïðèìåð, ãðàô ñîñåäñòâà ÷àíêîâ, ñîöèàëüíûé ãðàô æèòåëåé).

Задачи для отработки

1. Ïîñòðîéòå ãðàô ñîñåäñòâà ÷àíêîâ (â ïëîñêîñòè 𝑋𝑍) äëÿ èãðîêà â öåíòðå ÷àíêà ñ
èíäåêñàìè (0, 0) ïðè ðàäèóñå çàãðóçêè 𝑅 = 3. Ñêîëüêî âåðøèí è ð¼áåð â ýòîì ãðàôå?

2. Äîêàæèòå, ÷òî ýâðèñòèêà ¾åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå¿ â àëãîðèòìå A* äëÿ ïîèñêà ïóòè
ìîáîâ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé.

3. Âçâåøåííûé ãðàô çàäàí ìàòðèöåé ñìåæíîñòè 𝐴 =

⎛⎝0 2 5
2 0 1
5 1 0

⎞⎠. Íàéäèòå êðàò÷àéøèé
ïóòü èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 3 àëãîðèòìîì Äåéêñòðû.
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1.14 Булева алгебра и логические элементы

Определение 1.49. Булева переменная ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1}. Îñ-
íîâíûå îïåðàöèè:

� Êîíúþíêöèÿ (È): 𝑥 ∧ 𝑦 = 1 ⇐⇒ 𝑥 = 1 è 𝑦 = 1.

� Äèçúþíêöèÿ (ÈËÈ): 𝑥 ∨ 𝑦 = 1 ⇐⇒ 𝑥 = 1 èëè 𝑦 = 1.

� Îòðèöàíèå (ÍÅ): ¬𝑥 = 1 ⇐⇒ 𝑥 = 0.

Определение 1.50 (Èñêëþ÷àþùåå ÈËÈ (XOR)). Îïåðàöèÿ èñêëþ÷àþùåå ÈËÈ (XOR)
îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

𝑥⊕ 𝑦 = (𝑥 ∧ ¬𝑦) ∨ (¬𝑥 ∧ 𝑦).

Ðåçóëüòàò ðàâåí 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðîâíî îäèí èç îïåðàíäîâ ðàâåí 1. Òàáëèöà
èñòèííîñòè:

𝑥 𝑦 𝑥⊕ 𝑦
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Определение 1.51. Булева функция 𝑓 : {0, 1}𝑛 → {0, 1} ìîæåò áûòü çàäàíà òàáëèöåé
èñòèííîñòè. Ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ функционально полной, åñëè ñ å¼
ïîìîùüþ ìîæíî âûðàçèòü ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ. Ïðèìåð: {∧,∨,¬}.

È
𝑥

𝑦

𝑥 ∧ 𝑦
ÈËÈ

𝑥

𝑦

𝑥 ∨ 𝑦
ÍÅ𝑥

¬𝑥

XOR
𝑥

𝑦

𝑥⊕ 𝑦

Ðèñ. 18: Óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ áàçîâûõ ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ: È (AND), ÈËÈ (OR), ÍÅ
(NOT), èñêëþ÷àþùåå ÈËÈ (XOR).

Задачи для отработки

1. Ñîñòàâüòå òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ôóíêöèè 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥 ∧ 𝑦) ∨ (¬𝑥 ∧ 𝑧).

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà {È− ÍÅ} (øòðèõ Øåôôåðà) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîë-
íîé.

3. Ðåàëèçóéòå ëîãè÷åñêèé ýëåìåíò ¾Èñêëþ÷àþùåå ÈËÈ¿ (XOR) íà ðåäñòîóíå, èñïîëü-
çóÿ íå áîëåå 3 ôàêåëîâ è 2 ïîâòîðèòåëåé.

30



2 Пространство

2.1 Время и его относительность

Â Minecraft âðåìÿ èìååò ñëîæíóþ ìíîãîóðîâíåâóþ ñòðóêòóðó, ñî÷åòàþùóþ àáñîëþòíóþ
ìèðîâóþ âðåìåííóþ øêàëó, ëîêàëüíûå âðåìåííûå öèêëû è îòíîñèòåëüíûå âðåìåííûå
òðàíñôîðìàöèè, çàâèñÿùèå îò èãðîâûõ ñîáûòèé è ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñèñòåìû.

Определение 2.1. Абсолютное игровое время мира 𝑇world � ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-
ùàÿ äèñêðåòíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, èçìåðÿåìûå
â òèêàõ. Ôîðìàëüíî:

𝑇world ∈ Z≥0.

Êàæäûé òèê â èäåàëüíûõ óñëîâèÿõ ñîîòâåòñòâóåò ∆𝑡ideal = 0.05 ñåêóíäû ðåàëüíîãî âðåìå-
íè.

Определение 2.2. Игровые сутки � öèêëè÷åñêèé èíòåðâàë âðåìåíè, îïðåäåëÿþùèé
ñìåíó äíÿ è íî÷è. Îäèí ïîëíûé öèêë ñîñòàâëÿåò 24000 òèêîâ, ÷òî â èäåàëüíûõ óñëîâèÿõ
ýêâèâàëåíòíî:

𝑇cycle = 24000 · 0.05 = 1200 ñåêóíä = 20ìèíóò.

Ôàçà ñóòîê îïðåäåëÿåòñÿ êàê 𝑇phase = 𝑇world mod 24000.

Замечание. Ðàçíûå èçìåðåíèÿ (îáû÷íûé ìèð, Íèæíèé ìèð, Êðàé) èìåþò íåçàâèñèìûå
àáñîëþòíûå âðåìåííûå øêàëû, ñèíõðîíèçèðîâàííûå íà óðîâíå èãðû, íî ìîãóò îáëàäàòü
óíèêàëüíûìè âðåìåííûìè ñâîéñòâàìè (íàïðèìåð, îòñóòñòâèåì öèêëà äåíü-íî÷ü â Íèæíåì
ìèðå).

Относительность игрового времени

Èãðîâîå âðåìÿ íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì â ñèëó äâóõ îñíîâíûõ ôàêòîðîâ:

1. Влияние сна игроков: Ïðè èñïîëüçîâàíèè êðîâàòè ïðîèñõîäèò ëîêàëüíàÿ òðàíñ-
ôîðìàöèÿ âðåìåíè äëÿ ñïÿùåãî èãðîêà è, â îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ, äëÿ âñåãî ìèðà.

Теорема 2.1 (Òðàíñôîðìàöèÿ âðåìåíè ïðè èñïîëüçîâàíèè êðîâàòè). Ïóñòü 𝑇world
� òåêóùåå àáñîëþòíîå âðåìÿ ìèðà, 𝑇phase = 𝑇world mod 24000 � ôàçà ñóòîê, 𝑇player
� ëîêàëüíîå âðåìÿ èãðîêà. Â îäíîïîëüçîâàòåëüñêîì ðåæèìå èëè êîãäà âñå èãðîêè
ëåãëè ñïàòü, àáñîëþòíîå âðåìÿ ìèðà ïåðåõîäèò ê íà÷àëó ñëåäóþùåãî äíÿ:

𝑇 ′
world = 𝑇world + (24000− 𝑇phase) mod 24000.

Ëîêàëüíîå âðåìÿ èãðîêà ñèíõðîíèçèðóåòñÿ ñ íîâûì ìèðîâûì âðåìåíåì.

Доказательство. Äîáàâëåíèå 12000 òèêîâ ñ ïîñëåäóþùèì âçÿòèåì ïî ìîäóëþ 24000
îáåñïå÷èâàåò ïåðåõîä ê ñëåäóþùåìó óòðó (ôàçà 0). Â ìíîãîïîëüçîâàòåëüñêîì ðåæè-
ìå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ òîëüêî ê ëîêàëüíîìó âðåìåíè èãðîêà, ñîçäà-
âàÿ îòíîñèòåëüíîñòü âîñïðèÿòèÿ âðåìåíè ìåæäó èãðîêàìè.

2. Зависимость от производительности системы: Ðåàëüíàÿ äëèòåëüíîñòü òèêà ìî-
æåò îòëè÷àòüñÿ îò èäåàëüíîé âåëè÷èíû ∆𝑡ideal â çàâèñèìîñòè îò íàãðóçêè íà ñåðâåð.
Ôîðìàëüíî:

∆𝑡real = ∆𝑡ideal · (1 + 𝛼 · 𝐿),
ãäå 𝐿 ∈ [0, 1] � êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ñèñòåìû, 𝛼 ≥ 0 � êîýôôèöèåíò ìàñøòàáèðî-
âàíèÿ.
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Замечание. Â îòëè÷èå îò ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà, îòíîñèòåëü-
íîñòü âðåìåíè â Minecraft îïðåäåëÿåòñÿ äèñêðåòíûìè èãðîâûìè ñîáûòèÿìè (èñïîëüçîâà-
íèå êðîâàòè, ïåðåõîä ìåæäó èçìåðåíèÿìè) è òåõíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìû, à
íå ñêîðîñòüþ íàáëþäàòåëåé.

Задачи для отработки

1. Èãðîê èñïîëüçóåò êðîâàòü â ìîìåíò, êîãäà 𝑇world = 1234567. Îïðåäåëèòå íîâóþ ôàçó
ñóòîê ïîñëå ñíà è íîâîå àáñîëþòíîå âðåìÿ â îäíîïîëüçîâàòåëüñêîì ðåæèìå.

2. Íà ñåðâåðå ñ ïîñòîÿííîé íàãðóçêîé 𝐿 = 0.2 (𝛼 = 1) ðåàëüíàÿ äëèòåëüíîñòü òèêà
óâåëè÷èëàñü. Ñêîëüêî ðåàëüíûõ ìèíóò áóäóò äëèòüñÿ èãðîâûå ñóòêè?

2.2 Явление телепортации

Òåëåïîðòàöèÿ â Minecraft ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçðûâ íåïðåðûâíîé òðàåêòîðèè îáúåêòà,
ñîïðîâîæäàþùèéñÿ ìãíîâåííûì èçìåíåíèåì åãî êîîðäèíàò. Ýòî ÿâëåíèå íàðóøàåò êëàñ-
ñè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ î íåïðåðûâíîì äâèæåíèè, íî ìîæåò áûòü ñòðîãî îïèñàíî â ðàìêàõ
äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.

Определение 2.3 (Ìãíîâåííàÿ òåëåïîðòàöèÿ). Ïóñòü 𝑟⃗(𝑡) � òðàåêòîðèÿ îáúåêòà. Â ìî-
ìåíò âðåìåíè 𝑡 ïðîèñõîäèò òåëåïîðòàöèÿ èç òî÷êè 𝑟⃗𝐴 â òî÷êó 𝑟⃗𝐵, åñëè:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

lim
𝜏→𝑡−

𝑟⃗(𝜏) = 𝑟⃗𝐴,

lim
𝜏→𝑡+

𝑟⃗(𝜏) = 𝑟⃗𝐵,

𝑟⃗𝐴 ̸= 𝑟⃗𝐵.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ 𝑟⃗(𝑡) òåðïèò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â òî÷êå 𝑡.

Порталы между измерениями

Ïîðòàëû îñóùåñòâëÿþò îòîáðàæåíèå êîîðäèíàò ìåæäó ðàçíûìè èçìåðåíèÿìè ñ ó÷¼òîì
ìàñøòàáèðîâàíèÿ.

Теорема 2.2 (Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ïîðòàëîâ). Äëÿ ïîðòàëîâ ìåæäó îáû÷íûì ìè-
ðîì (ℳ0) è Íèæíèì ìèðîì (ℳ1) äåéñòâóþò ñëåäóþùèå âçàèìíî îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ:

Φ :ℳ0 →ℳ1, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦→
(︁𝑥
8
, 𝑦,

𝑧

8

)︁
,

Φ−1 :ℳ1 →ℳ0, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦→ (8𝑥, 𝑦, 8𝑧).

Доказательство. Ìàñøòàáèðîâàíèå êîîðäèíàò â 8 ðàç ñâÿçàíî ñ ðàçíûì ìàñøòàáîì èçìå-
ðåíèé. Ñîõðàíåíèå êîîðäèíàòû 𝑦 îáóñëîâëåíî âåðòèêàëüíîé îðèåíòàöèåé ïîðòàëîâ. Âçà-
èìíàÿ îáðàòíîñòü ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé:

Φ−1(Φ(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = Φ−1
(︁𝑥
8
, 𝑦,

𝑧

8

)︁
=
(︁
8 · 𝑥

8
, 𝑦, 8 · 𝑧

8

)︁
= (𝑥, 𝑦, 𝑧).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ Φ(Φ−1(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = (𝑥, 𝑦, 𝑧).
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2.2.1 Портал в Край

Определение 2.4 (Áëîê ðàìêè ïîðòàëà). Áëîê ðàìêè ïîðòàëà (end_portal_frame) �
ýòî íåäåëèìûé áëîê, êîòîðûé íåëüçÿ ïåðåìåñòèòü â èíâåíòàðå âûæèâàíèÿ. Â ñòðóêòóðå
ïîðòàëà âñåãäà ïðèñóòñòâóåò ðîâíî 12 òàêèõ áëîêîâ, îáðàçóþùèõ êâàäðàòíóþ ðàìêó 3×3 ñ
ïóñòûì âíóòðåííèì ïðîñòðàíñòâîì. Íåêîòîðûå èç ýòèõ áëîêîâ ìîãóò áûòü áåç ãëàçà Êðàÿ
(eye_of_ender).

Определение 2.5 (Àêòèâàöèÿ ïîðòàëà â Êðàé). Ïîðòàë â Êðàé àêòèâèðóåòñÿ, åñëè âî
âñåõ 12 áëîêàõ ðàìêè óñòàíîâëåíû ãëàçà Êðàÿ. Ôîðìàëüíî:

∀𝑏 ∈ ðàìêà : eye(𝑏) = true.

Ïîñëå àêòèâàöèè âíóòðåííåå ïðîñòðàíñòâî 3×3 çàïîëíÿåòñÿ áëîêîì ïîðòàëà (end_portal),
êîòîðûé ïîçâîëÿåò èãðîêó ïåðåìåñòèòüñÿ â Êðàé.

Теорема 2.3 (Ðàñïîëîæåíèå âõîäíûõ ïîðòàëîâ). Â îáû÷íîì ìèðå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî àêòèâèðîâàííûõ ïîðòàëîâ â Êðàé (ïî îäíîìó â êàæäîé êðåïî-
ñòè). Âñå îíè âåäóò â îäíî è òî æå ìåñòî Êðàÿ � íà îáñèäèàíîâóþ ïëàòôîðìó â âîçäóõå.

Доказательство. Ïðè ãåíåðàöèè Êðàÿ ñîçäà¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà âõîäà � îáñèäèà-
íîâàÿ ïëàòôîðìà. Êàæäûé àêòèâèðîâàííûé ïîðòàë â îáû÷íîì ìèðå ñâÿçûâàåòñÿ ñ ýòîé
ïëàòôîðìîé. Ìåõàíèêà íå ðàçëè÷àåò, ÷åðåç êàêîé èìåííî ïîðòàë èãðîê âîø¼ë: êîîðäèíàòû
ïîÿâëåíèÿ â Êðàå ôèêñèðîâàíû.

Теорема 2.4 (Âûõîäíîé ïîðòàë èç Êðàÿ). Â Êðàå ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí âûõîäíîé ïîð-
òàë, êîòîðûé àêòèâèðóåòñÿ òîëüêî ïîñëå ïîáåäû íàä äðàêîíîì Êðàÿ. Ïðè âõîäå â ýòîò
ïîðòàë èãðîê âîçâðàùàåòñÿ â îáû÷íûé ìèð ê ñâîåé òî÷êå âîçðîæäåíèÿ.

Доказательство. Â ñòðóêòóðå ãëàâíîãî îñòðîâà Êðàÿ ïðè ãåíåðàöèè çàêëàäûâàåòñÿ êàð-
êàñ âûõîäíîãî ïîðòàëà, óâåí÷àííûé ÿéöîì äðàêîíà. Ñàì ïîðòàë ñòàíîâèòñÿ àêòèâíûì
ëèøü ïîñëå ñìåðòè äðàêîíà. Ìåõàíèêà íå ïîçâîëÿåò ñîçäàòü äîïîëíèòåëüíûé âûõîäíîé
ïîðòàë íè èãðîêó, íè ãåíåðàöèåé.

Эндер-перлы и командная телепортация

Ýòè âèäû òåëåïîðòàöèè ðåàëèçóþò îòîáðàæåíèå 𝑟⃗ ↦→ (𝑟⃗)′, ãäå (𝑟⃗)′ ìîæåò áûòü çàäàí ÿâíî
(êîìàíäà) èëè âû÷èñëåí ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ îãðàíè÷åíèÿìè (ýíäåð-ïåðë).

Замечание (Èçìåíåíèå ïîâåäåíèÿ ýíäåð-æåì÷óãà â âåðñèÿõ 1.21.2+). Íà÷èíàÿ ñ âåðñèè
1.21.2, áðîøåííûé ýíäåð-æåì÷óã çàãðóæàåò ÷àíêè, ÷åðåç êîòîðûå ïðîëåòàåò, à òàêæå ãà-
ðàíòèðóåò, ÷òî ÷àíê, â êîòîðîì îí äîëæåí ïðèçåìëèòüñÿ, îñòà¼òñÿ çàãðóæåííûì. Ýòî îñî-
áåííî âàæíî ïðè èñïîëüçîâàíèè æåì÷óãà äëÿ ïåðåìåùåíèÿ ìåæäó èçìåðåíèÿìè, äåëàÿ
òðàåêòîðèþ è òî÷êó âûõîäà ãîðàçäî áîëåå ïðåäñêàçóåìûìè. Ïðè âûõîäå èãðîêà èç ìèðà
æåì÷óã âûãðóæàåòñÿ è ïîÿâëÿåòñÿ âíîâü ïðè ïîâòîðíîì âõîäå.

Задачи для отработки

1. Èãðîê âõîäèò â ïîðòàë â òî÷êå (800, 64,−400) â îáû÷íîì ìèðå. Íàéäèòå êîîðäèíàòû
âûõîäà â Íèæíåì ìèðå.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïîðòàëîâ ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ðàññòîÿíèé: åñëè 𝑑0
� ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè â îáû÷íîì ìèðå, à 𝑑1 � ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ
îáðàçàìè â Íèæíåì ìèðå, òî 𝑑1 = 𝑑0/8.

3. Ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå äëÿ òåëåïîðòàöèè ýíäåð-ïåðëîì: 𝑟⃗′ = 𝑟⃗ + 𝑣⃗0 · 𝑡 + 𝜉, ãäå 𝜉 �
ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ îãðàíè÷åííîé äëèíîé.
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2.3 Блочное пространство

Ïðîñòðàíñòâî Minecraft äèñêðåòèçèðîâàíî â âèäå ñåòêè êóáè÷åñêèõ áëîêîâ ñî ñòîðîíîé
1 ìåòð. Êàæäûé áëîê îáëàäàåò íàáîðîì ñâîéñòâ, îïðåäåëÿþùèõ åãî âçàèìîäåéñòâèå ñ
îêðóæåíèåì.

Определение 2.6. Блочная решётка � ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ êîîðäèíàò â òð¼õ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

ℬ = Z3

Êàæäîìó ýëåìåíòó (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℬ ñîïîñòàâëåí áëîê îïðåäåë¼ííîãî òèïà.

Определение 2.7. Физический объём, çàíèìàåìûé áëîêîì ñ êîîðäèíàòàìè (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈
ℬ, � ýòî êóá:

𝒱(𝑥, 𝑦, 𝑧) = [𝑥, 𝑥+ 1]× [𝑦, 𝑦 + 1]× [𝑧, 𝑧 + 1] ⊂ R3.

2.3.1 Твердые блоки

Определение 2.8. Áëîê íàçûâàåòñÿ твёрдым, åñëè åãî ôèçè÷åñêèé îáú¼ì ïîëíîñòüþ
çàïîëíåí è íåïðîõîäèì äëÿ ñóùíîñòåé. Ôîðìàëüíî, òâ¼ðäûé áëîê èìååò ñâîéñòâî:

∀𝑝 ∈ 𝒱(𝑥, 𝑦, 𝑧) : collidable(𝑝) = true.

Определение 2.9 (AABB (Axis-Aligned Bounding Box)). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòîëêíîâåíèé
èñïîëüçóåòñÿAABB� âûðîâíåííûé ïî îñÿì îãðàíè÷èâàþùèé ïàðàëëåëåïèïåä, çàäàííûé
äâóìÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè âåðøèíàìè (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) è (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2). Äëÿ ñóùíîñòè ñ öåíòðîì â
𝑟⃗ = (𝑥, 𝑦, 𝑧) è ðàçìåðàìè (𝑤, ℎ, 𝑑) AABB çàäà¼òñÿ êàê

𝐵(𝑟⃗) = [𝑥− 𝑤/2, 𝑥+ 𝑤/2]× [𝑦, 𝑦 + ℎ]× [𝑧 − 𝑑/2, 𝑧 + 𝑑/2].

Теорема 2.5 (Óñëîâèå êîëëèçèè äâóõ AABB). Äâà AABB 𝐵1 = [𝑥1
1, 𝑥

1
2]× [𝑦11, 𝑦

1
2]× [𝑧11 , 𝑧

1
2 ]

è 𝐵2 = [𝑥2
1, 𝑥

2
2]× [𝑦21, 𝑦

2
2]× [𝑧21 , 𝑧

2
2 ] ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà:⎧⎪⎨⎪⎩
max(𝑥1

1, 𝑥
2
1) ≤ min(𝑥1

2, 𝑥
2
2),

max(𝑦11, 𝑦
2
1) ≤ min(𝑦12, 𝑦

2
2),

max(𝑧11 , 𝑧
2
1) ≤ min(𝑧12 , 𝑧

2
2).

Доказательство. Ïåðåñå÷åíèå èíòåðâàëîâ ïî êàæäîé îñè � íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, âûðîâíåííûõ ïî îñÿì.

2.3.2 Проходимые блоки

Определение 2.10. Áëîê íàçûâàåòñÿ проходимым, åñëè åãî ôèçè÷åñêèé îáú¼ì íå ñî-
çäà¼ò êîëëèçèé äëÿ ñóùíîñòåé. Ôîðìàëüíî, ïðîõîäèìûé áëîê èìååò ñâîéñòâî:

∀𝑝 ∈ 𝒱(𝑥, 𝑦, 𝑧) : collidable(𝑝) = false.

Ìíîæåñòâî ïðîõîäèìûõ áëîêîâ ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà òâ¼ðäûõ áëîêîâ â áëî÷-
íîé ðåø¼òêå ℬ ñ ó÷¼òîì ñïåöèàëüíûõ ñîñòîÿíèé (íàïðèìåð, âîäà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîõîäèìîé,
íî íå òâ¼ðäîé).

Замечание. Ïðîõîäèìîñòü íå òîæäåñòâåííà çàìåíÿåìîñòè. Íàïðèìåð, áëîê âîäû � ïðî-
õîäèìûé è íå ÿâëÿåòñÿ òâ¼ðäûì, íî îí íå çàìåíÿåì: ïðè ðàçìåùåíèè òâ¼ðäîãî áëîêà â
òîì æå îáú¼ìå âîäà íå óäàëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, à îáðàçóåò òåêó÷èé áëîê.
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Èãðîê

(𝑥− 0.3, 𝑦)

(𝑥+ 0.3, 𝑦 + 1.8)

Áëîê∩

0.6

1.8

Ðèñ. 19: Ïðèìåð ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ AABB: õèòáîêñà èãðîêà (ñèíèé) è òâ¼ðäîãî áëîêà (êðàñ-
íûé). Îáëàñòü ïåðåñå÷åíèÿ âûäåëåíà çåë¼íûì. Ïåðåñå÷åíèå ïðîèñõîäèò ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé òåîðåìû 2.5.

2.3.3 Блок воздуха

Определение 2.11. Блок воздуха � ñïåöèàëüíûé òèï ïðîõîäèìîãî, ïðîçðà÷íîãî è çà-
ìåíÿåìîãî áëîêà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïóñòîòó èëè îòñóòñòâèå ôèçè÷åñêîãî áëîêà
â äàííîé ïîçèöèè áëî÷íîé ðåø¼òêè. Åãî ñâîéñòâà:

� Проходимость: Ïîëíàÿ. Íå ñîçäà¼ò êîëëèçèé äëÿ ñóùíîñòåé è ïðåäìåòîâ.

� Прозрачность: Ïîëíàÿ (𝜏 = 1). Íå îñëàáëÿåò ñâåò.

� Заменяемость: ßâëÿåòñÿ çàìåíÿåìûì áëîêîì ïî îïðåäåëåíèþ. Ëþáîé òâ¼ðäûé èëè
æèäêèé áëîê, ðàçìåù¼ííûé â åãî îáú¼ìå, çàìåùàåò åãî.

� Столкновения: Íå èìååò AABB äëÿ êîëëèçèé.

Определение 2.12. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîçèöèé, çàíÿòûõ áëîêîì âîçäóõà, íàçûâàåòñÿ воз-
душным пространством 𝒜 ⊂ ℬ. Ýòî ìíîæåñòâî äèíàìè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå
ñòðîèòåëüñòâà, ðàçðóøåíèÿ è ãåíåðàöèè ìèðà.

2.3.4 Прозрачные блоки

Определение 2.13. Áëîê íàçûâàåòñÿ прозрачным, åñëè îí ïðîïóñêàåò ñâåò. Ïðè ýòîì
ïðîçðà÷íîñòü íå îáÿçàòåëüíî ïîäðàçóìåâàåò ïðîõîäèìîñòü. Ñâîéñòâî ïðîçðà÷íîñòè õàðàê-
òåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðîïóñêàíèÿ ñâåòà 𝜏 ∈ [0, 1].

2.3.5 Заменяемые блоки

Определение 2.14. Áëîê 𝐵 íàçûâàåòñÿ заменяемым, åñëè ïðè ðàçìåùåíèè â åãî îáú¼ìå
äðóãîãî áëîêà 𝑆, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ òâ¼ðäûì, áëîê 𝐵 óäàëÿåòñÿ áåç íåîáõîäèìîñòè åãî
ïðåäâàðèòåëüíîãî ðàçðóøåíèÿ. Ôîðìàëüíî:

∀𝐵 ∈ ℛ,∀𝑆 ∈ 𝒮 : 𝒱(𝐵) ∩ 𝒱(𝑆) ̸= ∅ ⇒ 𝐵 óíè÷òîæàåòñÿ,

ãäå ℛ � ìíîæåñòâî çàìåíÿåìûõ áëîêîâ, 𝒮 � ìíîæåñòâî òâ¼ðäûõ áëîêîâ.

Пример. Òðàâà, öâåòû, ñíåã ÿâëÿþòñÿ çàìåíÿåìûìè áëîêàìè. Блок воздуха также
является заменяемым.
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Задачи для отработки

1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òâ¼ðäûõ áëîêîâ îáðàçóåò ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âñåõ
áëîêîâ, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ðàçìåùåíèÿ (ðàçìåùåíèå òâ¼ðäîãî áëîêà
íà òâ¼ðäîì áëîêå âîçìîæíî).

2. Äîêàæèòå, ÷òî áëîê âîçäóõà ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè îáúåäèíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ îáú¼ìîâ â Minecraft: äëÿ ëþáîãî áëîêà 𝑋 âûïîëíÿåòñÿ
𝒱(𝑋) ∪ 𝒱(Âîçäóõ) = 𝒱(𝑋).

2.4 Миры

Minecraft ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ èçìåðåíèé (worlds), êàæäîå èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îòäåëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ óíèêàëüíûìè ñâîéñòâàìè.

2.4.1 Чанки — свойство дискретности мира

Определение 2.15. Чанк � ìèíèìàëüíàÿ åäèíèöà çàãðóçêè è âûãðóçêè ìèðà, ïðåäñòàâ-
ëÿþùàÿ ñîáîé âåðòèêàëüíûé ñòîëáåö áëîêîâ ðàçìåðîì 16 × 256 × 16. Ôîðìàëüíî, ÷àíê ñ
èíäåêñàìè (𝑖, 𝑗):

𝒞𝑖,𝑗 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℬ | 16𝑖 ≤ 𝑥 < 16(𝑖+ 1), 16𝑗 ≤ 𝑧 < 16(𝑗 + 1)}.

Теорема 2.6. Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ñ óãëàìè (𝑥1, 𝑧1) è (𝑥2, 𝑧2) êîëè÷åñòâî ÷àíêîâ,
íåîáõîäèìûõ äëÿ å¼ ïîêðûòèÿ, ðàâíî:

𝑁chunks =
(︁⌈︁𝑥2

16

⌉︁
−
⌊︁𝑥1

16

⌋︁)︁
×
(︁⌈︁ 𝑧2

16

⌉︁
−
⌊︁ 𝑧1
16

⌋︁)︁
.

Доказательство. ×àíêè îáðàçóþò ðåãóëÿðíóþ ñåòêó ñ øàãîì 16. Èíäåêñû ÷àíêîâ îïðå-
äåëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûì äåëåíèåì êîîðäèíàò íà 16 ñ îêðóãëåíèåì â ñîîòâåòñòâóþùóþ
ñòîðîíó.

Определение 2.16. Радиус загрузки 𝑅 îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî çàãðóæåííûõ ÷àíêîâ
âîêðóã èãðîêà. Â èãðå èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòíàÿ îáëàñòü, çàäàâàåìàÿ ðàññòîÿíèåì ×åáû-
ø¼âà:

𝒱 = {𝒞𝑖,𝑗 | max(|𝑖− 𝑖0|, |𝑗 − 𝑗0|) ≤ 𝑅},

ãäå (𝑖0, 𝑗0) � èíäåêñû ÷àíêà, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ èãðîê. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâó-
åò ìåõàíèêå çàãðóçêè ÷àíêîâ â Java Edition.
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÷àíê (3, 3)

Ðèñ. 20: ×àíêè (êâàäðàòû 1×1 â ìàñøòàáå ñõåìû) è ðàäèóñ çàãðóçêè 𝑅 = 3 âîêðóã èãðîêà
(ñèíÿÿ îêðóæíîñòü). Æ¼ëòûì îòìå÷åíû ÷àíêè, ïîïàäàþùèå â ðàäèóñ çàãðóçêè. Èãðîê
íàõîäèòñÿ â ÷àíêå (3, 3).

2.4.2 Руды и их распределение

Определение 2.17. Ãåíåðàöèÿ ðóä ïðîèñõîäèò íà ýòàïå ñîçäàíèÿ ÷àíêà ïî àëãîðèòìó, èñ-
ïîëüçóþùåìó øóì Ïåðëèíà è âåðîÿòíîñòíûå æèëû (blob-û). Ñ âåðñèè 1.18 ðàñïðåäåëåíèå
ðóä áûëî çíà÷èòåëüíî èçìåíåíî.

Теорема 2.7 (Ðàñïðåäåëåíèå îñíîâíûõ ðóä â 1.18+). Äëÿ êëþ÷åâûõ ðóä ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ýìïèðè÷åñêèå çàêîíû ãåíåðàöèè:

� Алмазная руда: ãåíåðèðóåòñÿ â äèàïàçîíå âûñîò 𝑦 ∈ [−64, 16] (Java Edition 1.18+).
×àñòîòà ïîÿâëåíèÿ æèë ìàêñèìàëüíà íà óðîâíå 𝑦 = −59 è ëèíåéíî ñïàäàåò ê ãðàíè-
öàì äèàïàçîíà. Ýìïèðè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ òðåóãîëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì:

𝑓diamond(𝑦) ∝

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑦 + 64

5
, −64 ≤ 𝑦 ≤ −59,

16− 𝑦

75
, −59 < 𝑦 ≤ 16,

0, èíà÷å.

Äàííûå ïîëó÷åíû èç àíàëèçà êîäà èãðû è ñòàòèñòèêè ñèäîâ.

� Медная руда: ãåíåðèðóåòñÿ â èíòåðâàëå 𝑦 ∈ [−16, 112] ñ ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòîé íà
𝑦 = 48. Ïðè äîáû÷å áåç çà÷àðîâàíèé âûïàäàåò îò 2 äî 5 åäèíèö ñûðîé ìåäè (äî 1.18
áûëî 2�3).

� Железная руда: ïðèñóòñòâóåò â äâóõ íåçàâèñèìûõ äèàïàçîíàõ:

– Âåðõíèé: 𝑦 ∈ [80, 320], ïèê îêîëî 𝑦 = 256 (ðàçðåæ¼ííûé).

– Íèæíèé: 𝑦 ∈ [−64, 72], ïèê îêîëî 𝑦 = 16 (îñíîâíîé èñòî÷íèê).

� Золотая руда: â îáû÷íîì ìèðå ãåíåðèðóåòñÿ íèæå 𝑦 = 32, äîïîëíèòåëüíîå êîëè÷å-
ñòâî � íèæå 𝑦 = −48.

� Редстоуновая руда: ãåíåðèðóåòñÿ â 𝑦 ∈ [−64, 16], ïèê íà−59. Ïðè äîáû÷å âûïàäàåò
4�5 ðåäñòîóíà.
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� Лазуритовая руда: ãåíåðèðóåòñÿ â 𝑦 ∈ [−64, 64], ïèê íà óðîâíå 𝑦 = 0. Ïðè äîáû÷å
âûïàäàåò 4�9 ëàçóðèòà.

Доказательство. Äàííûå ïîëó÷åíû èç àíàëèçà îôèöèàëüíîãî êîäà èãðû (Java Edition
1.18�1.20) è ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ñèäîâ. Òðèàíãóëÿðíàÿ ôîðìà äëÿ àëìàçîâ ïîäòâåð-
æäåíà ìíîãî÷èñëåííûìè èññëåäîâàíèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ.

2.4.3 Измерения

Minecraft âêëþ÷àåò òðè îñíîâíûõ èçìåðåíèÿ ñ ðàçíîé ãåîìåòðèåé è ôèçèêîé.

Определение 2.18. Ëþáîå èçìåðåíèå � êîíå÷íîå ïî âûñîòå áëî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ïî
ãîðèçîíòàëè è îãðàíè÷åííîå ïî âåðòèêàëè.

Определение 2.19. Îáû÷íûé ìèð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçìåðåíèå ñ âûñîòîé îò -64 äî 320
áëîêîâ:

ℳ0 = R2 × [−64, 320).

Определение 2.20. Íèæíèé ìèð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçìåðåíèå ñ âûñîòîé îò 0 äî 128
áëîêîâ:

ℳ1 = R2 × [0, 128).

Ìåòðèêà ñæàòà ïî ãîðèçîíòàëè â 8 ðàç îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ìèðà.

Определение 2.21. Êðàé ñîñòîèò èç öåíòðàëüíîãî îñòðîâà è ìíîæåñòâà ëåòàþùèõ îñò-
ðîâîâ:

ℳ2 =
𝑁⋃︁
𝑖=1

𝐷𝑖 ∪ {öåíòðàëüíûé îñòðîâ},

ãäå 𝐷𝑖 � îòäåëüíûå îñòðîâà, ïëàâàþùèå â ïóñòîòå.

Теорема 2.8 (Ñîîòíîøåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó èçìåðåíèÿìè). Äëÿ ïîðòàëîâ ìåæäó èçìå-
ðåíèÿìè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

ðàññòîÿíèå â îáû÷íîì ìèðå
ðàññòîÿíèå â Íèæíåì ìèðå

= 8.

Доказательство. Ñëåäóåò èç òåîðåìû î ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò ïîðòàëîâ (ñì. ðàç-
äåë 2.2).

2.4.4 Биомы

Определение 2.22. Биом � îáëàñòü ìèðà ñ õàðàêòåðíûìè êëèìàòè÷åñêèìè ïàðàìåòðà-
ìè, ðàñòèòåëüíîñòüþ è ðåëüåôîì. Áèîìû îáðàçóþò ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè (𝑥, 𝑧).

Теорема 2.9 (Ãåíåðàöèÿ áèîìîâ). Áèîìû ãåíåðèðóþòñÿ íà îñíîâå äèàãðàììû Âîðîíîãî
(ñì. ðàçäåë 1.10). Ïóñòü {𝑝𝑖} � ìíîæåñòâî òî÷åê-ñåìÿí, òîãäà áèîì â òî÷êå 𝑥 îïðåäåëÿåòñÿ
êàê:

𝐵(𝑥) = argmin
𝑝𝑖
‖𝑥− 𝑝𝑖‖.

Доказательство. Àëãîðèòì ãåíåðàöèè áèîìîâ èñïîëüçóåò øóì Ïåðëèíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ
òî÷åê-ñåìÿí, à çàòåì íàçíà÷àåò êàæäîé òî÷êå óíèêàëüíûé òèï áèîìà. Äèàãðàììà Âîðîíî-
ãî îáåñïå÷èâàåò ïëàâíûå ãðàíèöû ìåæäó áèîìàìè.

Определение 2.23 (Êëèìàòè÷åñêèå ïàðàìåòðû áèîìà). Êàæäîìó áèîìó ñîïîñòàâëåíû:
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� Òåìïåðàòóðà 𝑇 ∈ [−0.5, 2.0],

� Âëàæíîñòü 𝐻 ∈ [0, 1],

� Öâåò òðàâû (𝑅,𝐺,𝐵) ∈ [0, 255]3.

Теорема 2.10 (Çàâèñèìîñòü öâåòà òðàâû îò òåìïåðàòóðû è âëàæíîñòè). Öâåò òðàâû âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

(𝑅,𝐺,𝐵) = interpolate(𝑇,𝐻, color_map),

ãäå color_map � òð¼õìåðíàÿ òåêñòóðíàÿ êàðòà, èíòåðïîëÿöèÿ áèëèíåéíàÿ.

Задачи для отработки

1. Ðàññ÷èòàéòå, ñêîëüêî ÷àíêîâ íåîáõîäèìî çàãðóçèòü ïðè ðàäèóñå ðåíäåðèíãà 10.

2. Íàéäèòå íàèáîëåå âåðîÿòíóþ âûñîòó äëÿ íàõîæäåíèÿ àëìàçîâ, èñõîäÿ èç ôóíêöèè
𝑃diamond(𝑦).

3. Äîêàæèòå, ÷òî äèàãðàììà Âîðîíîãî îáåñïå÷èâàåò âûïóêëîñòü áèîìîâ â ãîðèçîíòàëü-
íîé ïëîñêîñòè.

4. Ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå òåìïåðàòóðû è âëàæíîñòè äëÿ áèîìà "ïóñòûíÿ"è "òàéãà".
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3 Законы физики

3.1 Кинематическое описание движения

Äâèæåíèå â Minecraft îïèñûâàåòñÿ äèñêðåòíîé âåðñèåé êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé êèíåìà-
òèêè, àäàïòèðîâàííîé äëÿ òèêîâîé ñèñòåìû èãðû.

Определение 3.1 (Òèêîâîå âðåìÿ). Èãðîâîå âðåìÿ äèñêðåòèçèðîâàíî ñ øàãîì ∆𝑡 = 0.05
ñåêóíäû. Âðåìÿ 𝑡𝑛 íà 𝑛-ì òèêå îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

𝑡𝑛 = 𝑛 ·∆𝑡, 𝑛 ∈ Z≥0.

Теорема 3.1 (Äèñêðåòíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ). Äëÿ ñóùíîñòè ñ ïîçèöèåé 𝑟⃗𝑛, ñêîðîñòüþ
𝑣⃗𝑛 è ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì 𝑎⃗ íà 𝑛-ì òèêå:

𝑟⃗𝑛+1 = 𝑟⃗𝑛 + 𝑣⃗𝑛∆𝑡+
1

2
𝑎⃗(∆𝑡)2,

𝑣⃗𝑛+1 = 𝑣⃗𝑛 + 𝑎⃗∆𝑡.

Доказательство. Ðàçëîæèì äâèæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ñ äèñêðåòíûì øàãîì ∆𝑡:

𝑟⃗(𝑡+∆𝑡) = 𝑟⃗(𝑡) + 𝑣⃗(𝑡)∆𝑡+
1

2
𝑎⃗(𝑡)(∆𝑡)2 +𝑂((∆𝑡)3).

Â Minecraft ÷ëåíàìè âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà ïðåíåáðåãàþò. Äëÿ ñêîðîñòè:

𝑣⃗(𝑡+∆𝑡) = 𝑣⃗(𝑡) + 𝑎⃗(𝑡)∆𝑡+𝑂((∆𝑡)2).

Ïðè ∆𝑡 = 0.05 ñ îøèáêà ñîñòàâëÿåò ìåíåå 0.1%, ÷òî ïðèåìëåìî äëÿ èãðîâîé ôèçèêè.

Пример (Ñâîáîäíîå ïàäåíèå). Äëÿ ñóùíîñòè â ñâîáîäíîì ïàäåíèè ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ
𝑣⃗0 = (0, 0, 0) è óñêîðåíèåì 𝑎⃗ = (0,−𝑔, 0), ãäå 𝑔 = 32 áëîê/ñ2:

𝑦𝑛 = 𝑦0 −
1

2
𝑔(𝑛∆𝑡)2 = 𝑦0 − 0.04𝑛2 áëîêîâ.

×åðåç 3 ñåêóíäû (60 òèêîâ): 𝑦60 = 𝑦0 − 0.04 · 3600 = 𝑦0 − 144 áëîêîâ.

3.2 Динамика

3.2.1 Гравитационное поле мира

Ãðàâèòàöèÿ â Minecraft äåéñòâóåò ñåëåêòèâíî íà îïðåäåë¼ííûå òèïû ñóùíîñòåé.

Определение 3.2 (Ñåëåêòèâíàÿ ãðàâèòàöèÿ). Ãðàâèòàöèîííîå óñêîðåíèå 𝑔⃗ äåéñòâóåò
òîëüêî íà:

� Ïàäàþùèå áëîêè (ïåñîê, ãðàâèé)

� Ïðåäìåòû (êðîìå òåõ, ÷òî íàõîäÿòñÿ â èíâåíòàðå)

� Ñòðåëû è äðóãèå ñíàðÿäû

� Èãðîêîâ è ìîáîâ (ñ ó÷¼òîì âîçìîæíîñòè ïîë¼òà)

Ïðè ýòîì 𝑔⃗ = (0,−𝑔, 0), 𝑔 = 32 áëîê/ñ2 = 0.08 áëîê/òèê2.
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Теорема 3.2 (Ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà äëÿ ñíàðÿäîâ). Äëÿ ñòðåë è äðóãèõ ñíàðÿäîâ äåé-
ñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ, óìåíüøàþùàÿ ñêîðîñòü êàæäûé òèê:

𝑣⃗𝑛+1 = 0.99 𝑣⃗𝑛.

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò äèñêðåòíîìó ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàòóõàíèþ:

|𝑣⃗𝑛| = |𝑣⃗0| · 0.99𝑛.

Â íåïðåðûâíîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîýôôèöèåíò 𝑘 = − ln 0.99 ≈ 0.01005
íà òèê.

Доказательство. Ýìïèðè÷åñêè óñòàíîâëåíî, ÷òî ñêîðîñòü ñòðåëû óìåíüøàåòñÿ ïî ýêñïî-
íåíòå:

|𝑣⃗(𝑡)| = |𝑣⃗0|𝑒−𝑘𝑡.

Ïðè 𝑡 = 100 ñ ñêîðîñòü óìåíüøàåòñÿ â 𝑒 ≈ 2.718 ðàç, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäåíèÿì.

3.2.2 Трение

Определение 3.3 (Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ). Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ 𝜇 ∈ [0, 1] îïðåäåëÿåò
çàìåäëåíèå ñóùíîñòåé ïðè äâèæåíèè ïî ïîâåðõíîñòè:

𝑣⃗𝑛+1 = 𝑣⃗𝑛 · (1− 𝜇 ·∆𝑡).

Çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé:

� Ë¼ä: 𝜇 = 0.02

� Óïàêîâàííûé ë¼ä: 𝜇 = 0.01

� Çåìëÿ/òðàâà: 𝜇 = 0.4

� Êàìåíü: 𝜇 = 0.6

Теорема 3.3 (Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü òðåíèÿ). Äëÿ ñóùíîñòè ìàññû 𝑚, äâèæóùåéñÿ ãîðèçîí-
òàëüíî ñî ñêîðîñòüþ 𝑣, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

𝑚
∆𝑣

∆𝑡
= −𝜇𝑚𝑔,

ãäå ∆𝑣 = 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛. Îòñþäà:
𝑣𝑛+1 = 𝑣𝑛 − 𝜇𝑔∆𝑡.

Доказательство. Ñèëà òðåíèÿ 𝐹тр = 𝜇𝑁 = 𝜇𝑚𝑔 (äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè). Ïî
âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà:

𝑎 =
𝐹тр

𝑚
= −𝜇𝑔.

Â äèñêðåòíîé ôîðìå: 𝑣𝑛+1 = 𝑣𝑛 − 𝜇𝑔∆𝑡.
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3.2.3 Законы сохранения и их нарушения

Minecraft äåìîíñòðèðóåò êàê ñîáëþäåíèå, òàê è íàðóøåíèå êëàññè÷åñêèõ çàêîíîâ ñîõðàíå-
íèÿ.

Теорема 3.4 (Ñîõðàíåíèå èìïóëüñà ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ). Ïðè ñòîëêíîâåíèè äâóõ ñóùíî-
ñòåé ñ ìàññàìè 𝑚1, 𝑚2 è ñêîðîñòÿìè 𝑣⃗1, 𝑣⃗2:

𝑚1𝑣⃗1 +𝑚2𝑣⃗2 = 𝑚1𝑣⃗
′
1 +𝑚2𝑣⃗

′
2 + 𝑃дис,

ãäå 𝑃дис � äèññèïàòèâíûé ÷ëåí, ó÷èòûâàþùèé ïîòåðè ýíåðãèè.

Доказательство. Äëÿ óïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé (íàïðèìåð, øàðû èç ñëèçè) 𝑃дис = 0. Äëÿ
íåóïðóãèõ:

𝑃дис = (1− 𝜀)(𝑚1𝑣⃗1 +𝑚2𝑣⃗2),

ãäå 𝜀 ∈ [0, 1] � êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè.

Замечание (Íàðóøåíèå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè). Â Minecraft âîçìîæíî ñîçäàíèå "âå÷íûõ
äâèãàòåëåé"íà ðåäñòîóíå. Íàïðèìåð, ðåäñòîóíîâûé áëîê âûäà¼ò ñèãíàë ìîùíîñòüþ 𝑃out =
1 ïðè íóëåâîé âõîäíîé ìîùíîñòè 𝑃in = 0, ÷òî íàðóøàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

3.3 Столкновения

3.3.1 Определение коллизий с использованием AABB

(Òåîðåìà 2.5 î ïåðåñå÷åíèè AABB óæå ïðèâåäåíà â ðàçäåëå 2.3.)

3.3.2 Реакция на столкновения

Определение 3.4 (Êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè). Ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ òâ¼ðäîé ïîâåðõíîñòüþ
âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè èçìåíÿåòñÿ êàê:

𝑣′𝑦 = −𝜀𝑣𝑦,

ãäå 𝜀 � êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè:

� Òðàâà/çåìëÿ: 𝜀 = 0.0 (íåóïðóãèé óäàð)

� Êàìåíü: 𝜀 = 0.3

� Ñëèçü: 𝜀 = 0.8

Теорема 3.5 (Ðàñ÷¼ò ñèëû îòäà÷è). Ïðè ñòîëêíîâåíèè ñóùíîñòè ìàññû 𝑚 ñ íåïîäâèæíîé
ñòåíêîé ïîä óãëîì 𝜃 ê íîðìàëè:

𝐹отд =
𝑚|𝑣⃗| cos 𝜃

∆𝑡
(1 + 𝜀).

Доказательство. Èçìåíåíèå èìïóëüñà: ∆𝑝 = 𝑚(𝑣⃗′ − 𝑣⃗). Ïðîåêöèÿ íà íîðìàëü:

∆𝑝𝑛 = 𝑚(𝑣′𝑛 − 𝑣𝑛) = 𝑚(−𝜀𝑣𝑛 − 𝑣𝑛) = −𝑚𝑣𝑛(1 + 𝜀).

Ñèëà: 𝐹 = |Δ𝑝𝑛|
Δ𝑡

= 𝑚|𝑣𝑛|(1+𝜀)
Δ𝑡

.
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𝑣⃗ 𝑣⃗′

𝑛⃗

𝜃

𝜃

Ðèñ. 21: Îòðàæåíèå ñóùíîñòè îò âåðòèêàëüíîé ñòåíû. Óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ,
âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó 𝑣′𝑦 = −𝜀𝑣𝑦, ãäå 𝜀 � êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè.

3.4 Жидкости

Определение 3.5 (Óðîâåíü æèäêîñòè). Äëÿ áëîêà âîäû èëè ëàâû îïðåäåë¼í óðîâåíü
𝑙 ∈ {0, 1, . . . , 8}, ãäå 𝑙 = 0 � îòñóòñòâèå æèäêîñòè, 𝑙 = 1 � ìèíèìàëüíûé óðîâåíü, 𝑙 = 8 �
ïîëíûé áëîê (èñòî÷íèê).

Теорема 3.6 (Êëåòî÷íûé àâòîìàò äëÿ æèäêîñòè). Ðàñïðîñòðàíåíèå âîäû îïèñûâàåòñÿ
êëåòî÷íûì àâòîìàòîì ñî ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:

1. Åñëè áëîê ïîä òåêóùèì � âîçäóõ èëè çàìåíÿåìûé áëîê: æèäêîñòü ïàäàåò âíèç ñ
óðîâíåì 𝑙 = 8.

2. Èíà÷å: ðàñïðåäåëèòü óðîâåíü 𝑙−1 â ñîñåäíèå ïî ãîðèçîíòàëè áëîêè (ñåâåð, þã, çàïàä,
âîñòîê), åñëè îíè çàìåíÿåìû è èõ òåêóùèé óðîâåíü < 𝑙 − 1.

3. Èñòî÷íèê æèäêîñòè (𝑙 = 8) ñîçäà¼ò ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå.

Доказательство. Àëãîðèòì ñëåäóåò èç äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè: 𝜕ℎ
𝜕𝑡

=
−∇ · 𝑞⃗. Â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè äëÿ èñòî÷íèêà âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå Ëàïëàñà ∇2ℎ =
0.

Теорема 3.7 (Çàêîí Àðõèìåäà â Minecraft). Íà ñóùíîñòü, ÷àñòè÷íî ïîãðóæ¼ííóþ â æèä-
êîñòü, äåéñòâóåò âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà:

𝐹𝐴 = 𝜌𝑔𝑉погр,

ãäå 𝜌 = 1 (ïëîòíîñòü âîäû), 𝑔 = 32 áëîê/ñ², 𝑉погр � îáú¼ì ïîãðóæ¼ííîé ÷àñòè õèòáîêñà.

Доказательство. Äëÿ ïîëíîñòüþ ïîãðóæ¼ííîãî èãðîêà (õèòáîêñ 0.6 × 1.8 × 0.6 = 0.648
ì³) ïîëó÷àåì 𝐹𝐴 = 20.736 áëîê·áëîê/ñ², ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäàåìîìó óñêîðåíèþ ââåðõ.

3.5 Огонь

Определение 3.6 (Áàçîâàÿ âåðîÿòíîñòü âîñïëàìåíåíèÿ). Äëÿ êàæäîãî ãîðþ÷åãî áëîêà
îïðåäåëåíà áàçîâàÿ âåðîÿòíîñòü âîñïëàìåíåíèÿ 𝑝0 = 0.15 çà òèê.

Теорема 3.8 (Âåðîÿòíîñòü âîñïëàìåíåíèÿ ñîñåäíåãî áëîêà).

𝑃ign = 𝑝0 ·

(︃
1 +

4∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖𝑁𝑖

)︃
·𝑊weather,

ãäå 𝑁𝑖 � êîëè÷åñòâî âîñïëàìåíÿåìûõ áëîêîâ íà ðàññòîÿíèè 𝑖, 𝑤𝑖 = 0.3𝑖−1, 𝑊weather = 0.25
âî âðåìÿ äîæäÿ (èíà÷å 1).
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Доказательство. Ìîäåëü öåïíîé ðåàêöèè: êàæäûé ãîðÿùèé áëîê óâåëè÷èâàåò âåðîÿò-
íîñòü âîñïëàìåíåíèÿ ñîñåäåé.

Теорема 3.9 (Âðåìÿ æèçíè îãíÿ). Îãîíü ãàñíåò ÷åðåç ñëó÷àéíîå âðåìÿ 𝑇 , ðàñïðåäåë¼ííîå
ýêñïîíåíöèàëüíî:

𝑃 (𝑇 > 𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡, 𝜆 = 0.025 òèê−1.

Ñðåäíåå âðåìÿ æèçíè: 𝐸[𝑇 ] = 40 òèêîâ = 2 ñåêóíäû.

Замечание (Âëèÿíèå áèîìîâ). Âî âëàæíûõ áèîìàõ (áîëîòî, ãðèáíûå ïîëÿ, äæóíãëè)
âåðîÿòíîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ îãíÿ è âîñïëàìåíåíèÿ áëîêîâ äîïîëíèòåëüíî óìåíüøàåòñÿ
íà 50%. Ôîðìàëüíî ìíîæèòåëü 𝑊weather äîïîëíÿåòñÿ áèîìíûì êîýôôèöèåíòîì 𝐵humid =
0.5 äëÿ óêàçàííûõ áèîìîâ è 1.0 äëÿ îñòàëüíûõ.

3.6 Взрывы

3.6.1 Радиус и урон взрыва

Определение 3.7 (Ôóíêöèÿ óðîíà îò âçðûâà). Óðîí îò âçðûâà â òî÷êå íà ðàññòîÿíèè 𝑟
îò ýïèöåíòðà (ïðè ïðÿìîé âèäèìîñòè):

𝐷(𝑟) = max

(︂
0,

⌊︂
𝐷0 ·

(︁
1− 𝑟

𝑅

)︁2⌋︂)︂
,

ãäå:

� 𝐷0 � áàçîâûé óðîí â ýïèöåíòðå (TNT: 60, Êðèïåð: 49, Çàðÿæåííûé êðèïåð: 97, Ãàñò:
6, Âàðäåí: 30);

� 𝑅 � ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ âîçäåéñòâèÿ (TNT: 4.0, Êðèïåð: 3.0, Ãàñò: 1.0).

Теорема 3.10 (Ðàçðóøåíèå áëîêîâ). Áëîê ñ âçðûâîóñòîé÷èâîñòüþ 𝑏 íà ðàññòîÿíèè 𝑟 îò
ýïèöåíòðà âçðûâà (ïî ïðÿìîé âèäèìîñòè) ðàçðóøàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ:

𝑃destroy =
1− 𝑟/𝑅

2
+ 0.3 · 𝜉,

ãäå 𝜉 ∼ 𝑈(0, 1) � ñëó÷àéíîå ÷èñëî. Ðåàëüíîå ðàçðóøåíèå òàêæå çàâèñèò îò òîãî, ìîæåò ëè
áëîê áûòü äîáûò èíñòðóìåíòîì, íî äëÿ áîëüøèíñòâà òâ¼ðäûõ áëîêîâ óñëîâèå ñâîäèòñÿ ê
ñðàâíåíèþ 𝑃destroy > 0.5.

3.6.2 Импульс от взрыва

Теорема 3.11 (Îòáðàñûâàíèå ñóùíîñòåé). Ñóùíîñòü ìàññû 𝑚 íà ðàññòîÿíèè 𝑟 îò âçðûâà
ïîëó÷àåò èìïóëüñ:

𝑝 =
𝑟⃗

|𝑟⃗|
· 2𝑚𝐷0

𝑅
·
(︁
1− 𝑟

𝑅

)︁
,

ãäå 𝑟⃗ � âåêòîð îò ýïèöåíòðà ê ñóùíîñòè.

Доказательство. Ýíåðãèÿ âçðûâà ðàñïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ñôåðå. Èìïóëüñ ïîëó-
÷àåòñÿ èç ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

𝑝2

2𝑚
= 𝐸0 ·

1

4𝜋𝑟2
, 𝐸0 ∝ 𝐷0.

Ó÷èòûâàÿ çàòóõàíèå ñ ðàññòîÿíèåì, ïîëó÷àåì óêàçàííóþ ôîðìóëó.
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3.7 Звук

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé âîëíîâîé ôèçèêè, çâóê â Minecraft ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ìãíîâåí-
íî. Èãðîâîé äâèæîê íå ìîäåëèðóåò çàäåðæêó ðàñïðîñòðàíåíèÿ, îäíàêî ó÷èòûâàåò çàòóõà-
íèå ãðîìêîñòè ñ ðàññòîÿíèåì è îñëàáëåíèå çâóêà òâ¼ðäûìè áëîêàìè.

3.7.1 Основные положения

Определение 3.8 (Ìãíîâåííîå ðàñïðîñòðàíåíèå). Çâóêîâîå ñîáûòèå, ïðîèçîøåäøåå â
òî÷êå 𝑟⃗𝑠 â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡0, ñòàíîâèòñÿ ñëûøèìûì äëÿ âñåõ ñóùíîñòåé îäíîâðåìåííî â
òîò æå èãðîâîé òèê íåçàâèñèìî îò ðàññòîÿíèÿ. Ôîðìàëüíî, ñêîðîñòü çâóêà 𝑐→∞.

Определение 3.9 (Êàòåãîðèè çâóêîâ). Êàæäûé çâóê ïðèíàäëåæèò îäíîé èç êàòåãîðèé,
îïðåäåëÿþùåé áàçîâóþ ãðîìêîñòü è ìàêñèìàëüíóþ äàëüíîñòü ñëûøèìîñòè. Îñíîâíûå êà-
òåãîðèè:

� Окружение (âåòåð, âîäà, ìóçûêà) � 𝑅max = 16 áëîêîâ.

� Существа (øàãè, àòàêè, çâóêè ìîáîâ) � 𝑅max = 16 áëîêîâ.

� Блоки (ðàçðóøåíèå, ðàçìåùåíèå, ìåõàíèçìû) � 𝑅max = 16 áëîêîâ.

� Голос игрока � 𝑅max = 16 áëîêîâ.

� Музыкальные пластинки � 𝑅max = 64 áëîêà.

� Взрывы � 𝑅max = 16 áëîêîâ.

Íåêîòîðûå çâóêè (íàïðèìåð, ìóçûêà â ìåíþ) âîñïðîèçâîäÿòñÿ ãëîáàëüíî è íå èìåþò ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé.

3.7.2 Модель затухания громкости

Ãðîìêîñòü çâóêà, âîñïðèíèìàåìàÿ ñëóøàòåëåì, ëèíåéíî óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿ-
íèÿ äî èñòî÷íèêà.

Определение 3.10 (Ôóíêöèÿ ãðîìêîñòè). Äëÿ èñòî÷íèêà ñ áàçîâîé ãðîìêîñòüþ 𝑉0 ∈ [0, 1]
è ìàêñèìàëüíûì ðàäèóñîì ñëûøèìîñòè 𝑅 ãðîìêîñòü â òî÷êå íà ðàññòîÿíèè 𝑑 îïðåäåëÿåòñÿ
êàê:

𝑉 (𝑑) = max

(︂
0, 𝑉0 ·

(︂
1− 𝑑

𝑅

)︂)︂
.

Çäåñü 𝑑 = ‖𝑟⃗𝑠 − 𝑟⃗𝑙‖2 � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó èñòî÷íèêîì è ñëóøàòåëåì.

Теорема 3.12 (Ðàäèóñ ïîëíîé ñëûøèìîñòè). Çâóê ñëûøåí íà ìàêñèìàëüíîé ãðîìêîñòè
òîëüêî â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò èñòî÷íèêà (𝑑 = 0). Ïðè 𝑑 ≥ 𝑅 çâóê ñòàíîâèòñÿ
íåñëûøèìûì (𝑉 = 0).

Доказательство. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ: 𝑉 (𝑑) = 0 ïðè 𝑑 ≥ 𝑅, òàê êàê âûðàæåíèå â
ñêîáêàõ ñòàíîâèòñÿ íåïîëîæèòåëüíûì.
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èñòî÷íèê𝑅 = 16

𝑉 = 0.75𝑉 = 0.5𝑉 = 0.25

Ðàäèóñ ñëûøèìîñòè è ëèíåéíîå óáûâàíèå ãðîìêîñòè

Ðèñ. 22: Èëëþñòðàöèÿ ðàäèóñà ñëûøèìîñòè 𝑅 = 16. Ãðîìêîñòü ëèíåéíî ïàäàåò îò 1 íà
èñòî÷íèêå äî 0 íà ãðàíèöå.

3.7.3 Влияние препятствий

Òâ¼ðäûå áëîêè ìîãóò ÷àñòè÷íî ýêðàíèðîâàòü çâóê, äîïîëíèòåëüíî óìåíüøàÿ åãî ãðîì-
êîñòü.

Определение 3.11 (Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ). Äëÿ êàæäîãî òèïà áëîêà îïðåäåë¼í êî-
ýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ çâóêà 𝜏 ∈ [0, 1]. Ïðè ïðîõîæäåíèè çâóêà ÷åðåç 𝑛 áëîêîâ èòîãîâàÿ
ãðîìêîñòü óìíîæàåòñÿ íà

∏︀𝑛
𝑖=1 𝜏𝑖.

Тип блока Коэффициент 𝜏
Âîçäóõ 1.0

Ñòåêëî, ë¼ä 0.8
Äåðåâî, çåìëÿ 0.6
Êàìåíü, êèðïè÷ 0.4
Îáñèäèàí, íåçåðèò 0.2

Òàáëèöà 1: Ïðèìåðíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ çâóêà äëÿ íåêîòîðûõ áëîêîâ
(ýìïèðè÷åñêèå äàííûå).

Теорема 3.13 (Èòîãîâàÿ ãðîìêîñòü ñ ó÷¼òîì ïðåïÿòñòâèé). Ïóñòü çâóê ïðîõîäèò ÷åðåç
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áëîêîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè 𝜏1, . . . , 𝜏𝑘, à ðàññòîÿíèå äî ñëóøàòåëÿ ðàâíî

46



𝑑. Òîãäà âîñïðèíèìàåìàÿ ãðîìêîñòü:

𝑉final = 𝑉0 ·
(︂
1− 𝑑

𝑅

)︂
·

𝑘∏︁
𝑖=1

𝜏𝑖,

ïðè óñëîâèè, ÷òî 𝑉final ≥ 0.

Доказательство. Ìîäåëü îñíîâàíà íà òîì, ÷òî êàæäûé òâ¼ðäûé áëîê îñëàáëÿåò çâóê ïðî-
ïîðöèîíàëüíî ñâîåìó êîýôôèöèåíòó, à ðàññòîÿíèå äîáàâëÿåò ëèíåéíîå çàòóõàíèå. Â ðåàëü-
íîì êîäå èãðà èñïîëüçóåò áîëåå ïðîñòóþ ïðîâåðêó: åñëè ìåæäó èñòî÷íèêîì è ñëóøàòåëåì
åñòü ñïëîøíàÿ ñòåíà, ãðîìêîñòü óìåíüøàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì ìíîæèòåëåì.

3.7.4 Особые случаи

� Музыкальные пластинки � íåñìîòðÿ íà áîëüøîé ðàäèóñ (64 áëîêà), ñòåíû íå
îñëàáëÿþò ýòîò òèï çâóêà.

� Глобальные звуки (íàïðèìåð, çâóê äîñòèæåíèÿ, çâóê ïîðòàëà) ñëûøíû âñåì èã-
ðîêàì íåçàâèñèìî îò ðàññòîÿíèÿ.

� Под водой âñå çâóêè ïðèãëóøàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ìíîæèòåëåì (îêîëî 0.5), à òàê-
æå èçìåíÿåòñÿ èõ òîíàëüíîñòü (ýôôåêò ¾ïîäâîäíîãî ýõà¿), íî çàäåðæêà ïî-ïðåæíåìó
îòñóòñòâóåò.

� Атмосферные звуки биомов: Â âåðñèè 1.21.5 äîáàâëåíû óíèêàëüíûå ôîíîâûå
çâóêè äëÿ ïóñòûíü è áåñïëîäíûõ çåìåëü (badlands). Áëîêè ïåñêà, êðàñíîãî ïåñêà è
òåððàêîòû ìîãóò ïðîèãðûâàòü ýòè çâóêè, åñëè îêðóæåíû òðåìÿ ïîäîáíûìè áëîêàìè
[citation:8].

� Новые звуки блоков: Îáíîâëåíû çâóêè äëÿ áëîêîâ æåëåçà (äâåðåé, ëþêîâ, íàæèì-
íûõ ïëèò), à òàêæå äîáàâëåíû óíèêàëüíûå çâóêè äëÿ íîâîé ëèñòîâîé ïîäñòèëêè (Leaf
Litter) è êóñòà (Bush) [citation:2][citation:8].

3.7.5 Отсутствие волновых эффектов

Â Minecraft íå ìîäåëèðóþòñÿ:

� èíòåðôåðåíöèÿ,

� äèôðàêöèÿ,

� äîïëåðîâñêèé ñäâèã,

� ðåâåðáåðàöèÿ (ýõî),

� ïðåëîìëåíèå íà ãðàíèöàõ ñðåä.

Çâóê âåä¼ò ñåáÿ êàê äèñêðåòíîå ñîáûòèå, äîñòàâëÿåìîå âñåì ñëóøàòåëÿì ìãíîâåííî, ñ
âîçìîæíîñòüþ îñëàáëåíèÿ ïðåãðàäàìè.
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Задачи для отработки

1. Èãðîê ñòîèò â 10 áëîêàõ îò èñòî÷íèêà çâóêà ñ áàçîâîé ãðîìêîñòüþ 𝑉0 = 1 è 𝑅 = 16.
Ìåæäó íèìè � ñòåíà èç 3 áëîêîâ êàìíÿ (𝜏 = 0.4). Îïðåäåëèòå èòîãîâóþ ãðîìêîñòü.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äâóõ èñòî÷íèêîâ ñ îäèíàêîâûìè ïàðàìåòðàìè, ðàñïîëîæåííûõ
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñëóøàòåëÿ, ñóììàðíàÿ ãðîìêîñòü íå ïðåâûøàåò 1 (îòñóò-
ñòâèå èíòåðôåðåíöèè).

3. Ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè ãðîìêîñòè îò ðàññòîÿíèÿ äëÿ çâóêà ñ 𝑅 = 16 è 𝑉0 =
0.8 ïðè îòñóòñòâèè ïðåïÿòñòâèé.

4. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó â Minecraft íåâîçìîæíî óñëûøàòü çâóê øàãîâ èãðîêà, åñëè îí
íàõîäèòñÿ çà òîëñòîé êàìåííîé ñòåíîé íà ðàññòîÿíèè 5 áëîêîâ, äàæå åñëè áàçîâàÿ
ãðîìêîñòü ïîçâîëÿåò ñëûøàòü íà 16 áëîêàõ.
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4 Существа

4.1 Определение существа

Определение 4.1 (Ñóùåñòâî). Существо (Entity) � áàçîâûé îáúåêò èãðîâîãî ìèðà, îá-
ëàäàþùèé ñëåäóþùèìè îáÿçàòåëüíûìè àòðèáóòàìè:

� Óíèêàëüíûé èäåíòèôèêàòîð 𝐼𝐷 ∈ N

� Ïîçèöèÿ 𝑟⃗ ∈ R3 (â àáñîëþòíûõ êîîðäèíàòàõ)

� Ñêîðîñòü 𝑣⃗ ∈ R3

� Õèòáîêñ 𝐵 ⊂ R3 � AABB (Axis-Aligned Bounding Box), îïðåäåë¼ííûé â ðàçäåëå 2.3
(ñì. îïðåäåëåíèå 2.9 è òåîðåìó 2.5).

� Ñîñòîÿíèå 𝑆 ∈ 𝒮, ãäå 𝒮 � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé

� Òèï 𝑇 ∈ 𝒯 , ãäå 𝒯 � ìíîæåñòâî òèïîâ ñóùåñòâ

4.2 Хитбоксы существ

Äëÿ ñóùåñòâà ñ öåíòðîì â òî÷êå 𝑟⃗ = (𝑥, 𝑦, 𝑧) è ðàçìåðàìè (𝑤, ℎ, 𝑑) õèòáîêñ çàäà¼òñÿ êàê
(ñì. îïðåäåëåíèå 2.9):

𝐵(𝑟⃗) =
[︁
𝑥− 𝑤

2
, 𝑥+

𝑤

2

]︁
× [𝑦, 𝑦 + ℎ]×

[︂
𝑧 − 𝑑

2
, 𝑧 +

𝑑

2

]︂
.

Äëÿ ñòàíäàðòíîãî èãðîêà: 𝑤 = 0.6, ℎ = 1.8, 𝑑 = 0.6; îáú¼ì õèòáîêñà 𝑉 = 0.648 áëîêà3.

4.3 Классификация существ

Ìíîæåñòâî âñåõ ñóùåñòâ ℰ ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà:

ℰ = ℰвраждебные ∪ ℰнейтральные ∪ ℰпассивные ∪ ℰбоссы ∪ ℰигрок,

ãäå ℰигрок ðàññìîòðåíî îòäåëüíî â ðàçäåëå ??.

4.4 Монстры (враждебные мобы)

Определение 4.2 (Êëàññ ìîíñòðîâ). Ìîíñòðûℳ⊂ ℰвраждебные õàðàêòåðèçóþòñÿ:

� Àãðåññèâíûì ïîâåäåíèåì ïî îòíîøåíèþ ê èãðîêó èëè äðóãèì ñóùåñòâàì.

� Îòñóòñòâèåì âîçìîæíîñòè ðàçìíîæåíèÿ â ñòàíäàðòíûõ óñëîâèÿõ.

� Íàëè÷èåì ñïåöèàëèçèðîâàííûõ àòàê è òàêòèê ïðåñëåäîâàíèÿ.

Ìíîæåñòâîℳ ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäêëàññû ïî ñïîñîáó ïîèñêà ïóòè è àòàêè:

ℳ =ℳназем ∪ℳлетающ ∪ℳводн ∪ℳтелепорт ∪ℳпаукообр.
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4.4.1 Основные представители и их параметры

Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû êëþ÷åâûå ïàðàìåòðû íåêîòîðûõ âðàæäåáíûõ ìîáîâ.

Моб Здоровье (сердец) Тип атаки Ключевые особенности поведения Класс
Çîìáè 10 Áëèæíèé áîé Ïîäæèãàåòñÿ íà ñîëíöå, ìîæåò çâàòü íà ïîìîùü áëèæàéøèõ çîìáè íàçåìíûé
Ñêåëåò 10 Äèñòàíöèîííàÿ Ñòðåëÿåò èç ëóêà, äåðæèò äèñòàíöèþ, îòñòóïàåò â áëèæíåì áîþ íàçåìíûé
Êðèïåð 10 Âçðûâ Áåñøóìíî ïîäêðàäûâàåòñÿ è âçðûâàåòñÿ ÷åðåç êîðîòêîå âðåìÿ ïîñëå àêòèâàöèè íàçåìíûé
Ýíäåðìåí 20 Áëèæíèé áîé Íåéòðàëåí, íî ñòàíîâèòñÿ àãðåññèâíûì ïðè ïðÿìîì âçãëÿäå èãðîêà èëè àòàêå; òåëåïîðòèðóåòñÿ òåëåïîðò
Ïàóê 8 Áëèæíèé áîé Ìîæåò çàáèðàòüñÿ ïî âåðòèêàëüíûì ïîâåðõíîñòÿì, äí¼ì ÷àñòî íåéòðàëåí ïàóêîîáð.

Ïåùåðíûé ïàóê 6 Áëèæíèé áîé Ìåíüøå îáû÷íîãî ïàóêà, íàêëàäûâàåò îòðàâëåíèå ïðè àòàêå ïàóêîîáð.
×åøóéíèöà 4 Áëèæíèé áîé Âûçûâàåòñÿ èç áëîêîâ êàìåííîé ïîðîäû, ìîæåò ïðèçûâàòü äðóãèõ ÷åøóéíèö íàçåìíûé
Âåäüìà 13 Êîñâåííàÿ (çåëüÿ) Áðîñàåò âðåäîíîñíûå çåëüÿ è ïü¼ò çåëüÿ ëå÷åíèÿ/çàùèòû íàçåìíûé
Ôàíòîì 10 Áëèæíèé áîé (ñ âîçäóõà) Ïîÿâëÿåòñÿ, åñëè èãðîê äîëãî íå ñïèò, àòàêóåò ñ âîçäóõà ãðóïïàìè ëåòàþùèé
Ãàñò 5 Äèñòàíöèîííàÿ (îãíåííûå øàðû) Ïàðèò â âîçäóõå, ñòðåëÿåò îãíåííûìè ñíàðÿäàìè, êîòîðûå ìîæíî îòáèòü ëåòàþùèé

Õîãëèí 20 Áëèæíèé áîé Íàíîñèò ñèëüíûé îòáðàñûâàþùèé óäàð, áîèòñÿ îïðåäåë¼ííûõ áëîêîâ è ýôôåêòîâ íàçåìíûé
Çîãëèí 20 Áëèæíèé áîé Âñåãäà àãðåññèâåí ïðàêòè÷åñêè êî âñåì ñóùåñòâàì íàçåìíûé

Ïèãëèí-áðóò 25 Áëèæíèé áîé Óñèëåííûé ïèãëèí, íå èíòåðåñóåòñÿ çîëîòîì, âñåãäà àãðåññèâåí íàçåìíûé
Õðàíèòåëü (Breeze) 15 Äàëüíîáîéíàÿ (âåòðÿíîé çàðÿä) Àòàêóåò âåòðÿíûìè çàðÿäàìè, êîòîðûå îòáðàñûâàþò èãðîêà è âçàèìîäåéñòâóþò ñ ðåäñòîóíîì; óÿçâèì ê ñòðåëàì (ðàçáèâàþòñÿ ïðè ïîïàäàíèè). Ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â èñïûòàòåëüíûõ ïàëàòàõ. îñîáûé (ïðûãàþùèé)
Áîëîòíèê (Bogged) 16 Äèñòàíöèîííàÿ (îòðàâëåííûå ñòðåëû) Âàðèàíò ñêåëåòà, ñòðåëÿåò îòðàâëåííûìè ñòðåëàìè äëèòåëüíîñòüþ 3 ñåê; ïîÿâëÿåòñÿ â áîëîòàõ è èñïûòàòåëüíûõ ïàëàòàõ. íàçåìíûé

Òàáëèöà 2: Îñíîâíûå ïîâåäåí÷åñêèå ïàðàìåòðû íåêîòîðûõ âðàæäåáíûõ ìîáîâ Minecraft
(êà÷åñòâåííàÿ ìîäåëü).

Определение 4.3 (Óñèëåííàÿ ìîäåëü ñîñòîÿíèÿ ìîíñòðà). Äëÿ ìîíñòðà âåêòîð ñîñòîÿíèÿ
äîïîëíÿåòñÿ:

𝑆⃗ℳ = (𝑆⃗, 𝐴𝑔𝑔𝑟𝑜, 𝑃𝑎𝑡ℎ, 𝑆𝑝𝑎𝑤𝑛_𝐿𝑖𝑔ℎ𝑡, 𝑇𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡, 𝐶𝑜𝑜𝑙𝑑𝑜𝑤𝑛)

� 𝐴𝑔𝑔𝑟𝑜 ∈ {0, 1} � ôëàã àãðåññèè (1 åñëè öåëü âèäíà è â ðàäèóñå àòàêè).

� 𝑃𝑎𝑡ℎ = (𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑘), 𝑣𝑖 ∈ Z3 � òåêóùèé âû÷èñëåííûé ïóòü.

� 𝑆𝑝𝑎𝑤𝑛_𝐿𝑖𝑔ℎ𝑡 ∈ {0, . . . , 15} � óðîâåíü îñâåù¼ííîñòè òî÷êè ñïàóíà (âëèÿåò íà äåñ-
ïàóí).

� 𝑇𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡 � èäåíòèôèêàòîð òåêóùåé öåëè.

� 𝐶𝑜𝑜𝑙𝑑𝑜𝑤𝑛 � âðåìÿ ïåðåçàðÿäêè àòàêè (â òèêàõ).

4.4.2 Алгоритмы поиска пути (Pathfinding)

Îñíîâíîé àëãîðèòì äëÿ íàçåìíûõ ìîíñòðîâ � ìîäèôèêàöèÿ A* (ñì. àëãîðèòì 1) íà äèñ-
êðåòíîé òð¼õìåðíîé ðåø¼òêå Z3 ñ ó÷¼òîì ôèçèêè èãðû.

Определение 4.4 (Èãðîâîé ãðàô ïåðåõîäîâ). Ãðàô 𝐺 = (𝑉,𝐸) ñòðîèòñÿ äëÿ îáëàñòè
âîêðóã ìîíñòðà 𝑀 ñ öåíòðîì â 𝑣𝑀 ∈ Z3:

� 𝑉 = {𝑣 ∈ Z3 : ‖𝑣 − 𝑣𝑀‖∞ ≤ 𝑅𝑠𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ} � âåðøèíû (áëîêè).

� 𝐸 = {(𝑣, 𝑤) ∈ 𝑉 × 𝑉 : ïåðåõîä 𝑣 → 𝑤 ôèçè÷åñêè âîçìîæåí}.

Ïåðåõîä âîçìîæåí, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ êîëëèçèè õèòáîêñà ìîíñòðà ñ ìèðîì.
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Algorithm 1 Ìîäèôèöèðîâàííûé A* äëÿ ïîèñêà ïóòè ìîáîâ
Require: Ñòàðò 𝑠, öåëü 𝑡, êàðòà ïðåïÿòñòâèé 𝐶 : 𝑉 → {0, 1}.
Ensure: Êðàò÷àéøèé ïóòü 𝑃𝑎𝑡ℎ èëè ∅.
Èíèöèàëèçèðîâàòü îòêðûòûé ñïèñîê 𝑂 = {𝑠}, çàêðûòûé ñïèñîê 𝑍 = ∅.
Ïðèñâîèòü 𝑔(𝑠) = 0, ℎ(𝑠) = ‖𝑠− 𝑡‖2, 𝑓(𝑠) = 𝑔(𝑠) + ℎ(𝑠).
while 𝑂 ̸= ∅ do

Âûáðàòü 𝑣 ∈ 𝑂 ñ ìèíèìàëüíûì 𝑓(𝑣).
if 𝑣 = 𝑡 then

âîññòàíîâèòü ïóòü 𝑃𝑎𝑡ℎ è âåðíóòü åãî.
end if
Ïåðåíåñòè 𝑣 èç 𝑂 â 𝑍.
for êàæäîãî ñîñåäà 𝑤 èç 𝒩 (𝑣) do

if 𝑤 ∈ 𝑍 èëè 𝐶(𝑤) = 1 then
ïðîïóñòèòü

end if
Âû÷èñëèòü 𝑔𝑡𝑒𝑚𝑝 = 𝑔(𝑣) + 𝑐𝑜𝑠𝑡(𝑣, 𝑤), ãäå 𝑐𝑜𝑠𝑡(𝑣, 𝑤) çàâèñèò îò òèïà ìåñòíîñòè.
if 𝑤 /∈ 𝑂 èëè 𝑔𝑡𝑒𝑚𝑝 < 𝑔(𝑤) then

Îáíîâèòü 𝑔(𝑤) = 𝑔𝑡𝑒𝑚𝑝.
ℎ(𝑤) = ‖𝑤 − 𝑡‖2.
𝑓(𝑤) = 𝑔(𝑤) + ℎ(𝑤).
Çàïîìíèòü ïðåäêà 𝑤 → 𝑣.
if 𝑤 /∈ 𝑂 then

äîáàâèòü 𝑤 â 𝑂.
end if

end if
end for

end while
Âåðíóòü ∅ (ïóòü íå íàéäåí).

Замечание (Ýâðèñòèêà). Çàïèñü ℎ(𝑠) = ‖𝑠 − 𝑡‖2 îçíà÷àåò åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå. Ýòà
ýâðèñòèêà ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, òàê êàê åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå íèêîãäà íå ïðåâûøàåò ðå-
àëüíîé ñòîèìîñòè ïóòè ñ ó÷¼òîì ïðåïÿòñòâèé, ÷òî ãàðàíòèðóåò îïòèìàëüíîñòü A* (ïðè
îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé íà ðàäèóñ ïîèñêà).

Теорема 4.1 (Îïòèìàëüíîñòü óñå÷¼ííîãî A*). Àëãîðèòì 1 íàõîäèò êðàò÷àéøèé ïóòü ïðè
𝑅𝑠𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ → ∞ è ýâðèñòèêå ℎ(𝑣), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ äîïóñòèìîñòè. Â èãðå 𝑅𝑠𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ

îãðàíè÷åí (îáû÷íî 16 áëîêîâ), ïîýòîìó ïóòü ìîæåò áûòü íå ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûì, íî
äîñòàòî÷íûì äëÿ ëîêàëüíîãî ïîâåäåíèÿ.

Адаптации алгоритма для различных монстров

� Для наземных (Зомби, Скелет): 𝒩 (𝑣) âêëþ÷àåò ïåðåõîäû ïî çåìëå è ïðûæêè
âûñîòîé äî 1 áëîêà. 𝑐𝑜𝑠𝑡(𝑣, 𝑤) âûøå äëÿ íåïîëíûõ áëîêîâ (ïëèòû, ñòóïåíè).

� Для летающих (Гаст, Фантом): 𝒩 (𝑣) âêëþ÷àåò âñå 26 íàïðàâëåíèé â êóáå 3Ö3Ö3.
Ïðåïÿòñòâèÿìè ñ÷èòàþòñÿ òîëüêî ñïëîøíûå áëîêè. Àëãîðèòì âûðîæäàåòñÿ â ïîèñê
ïðÿìîé âèäèìîñòè.

� Для телепортирующихся (Эндермен): Îñíîâíîé ïîèñê � ñòàíäàðòíûé A*. Ïðè
àêòèâàöèè òðèããåðà (âîäà, âçãëÿä) ìîíñòð òåëåïîðòèðóåòñÿ â ñëó÷àéíóþ âåðøèíó
𝑤 ∈ 𝑉𝑠𝑎𝑓𝑒 â ðàäèóñå 𝑅𝑡𝑝 = 32 áëîêà.
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� Для паукообразных (Паук, Пещерный паук): Âîçìîæíîñòü ëàçàòü ïî ñòåíàì
ó÷èòûâàåòñÿ äîáàâëåíèåì ð¼áåð ê ñîñåäíèì áëîêàì ïî âåðòèêàëè, åñëè îíè íå òâ¼ð-
äûå.

Теорема 4.2 (Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà äëÿ ìîáîâ). Â õóäøåì ñëó÷àå ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 1
ñîñòàâëÿåò 𝑂((2𝑅𝑠𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ)

3 log𝑅𝑠𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ) ïî âðåìåíè è 𝑂((2𝑅𝑠𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ)
3) ïî ïàìÿòè. Ïðè òèïè÷íîì

𝑅𝑠𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ = 16 ýòî 42875 âåðøèí, ÷òî òðåáóåò îïòèìèçàöèé, îïèñàííûõ â ðàçäåëå ??.

Практическая оптимизация в игре Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè èñïîëüçó-
þòñÿ:

1. Ïîèñê ïî ÷àíêàì äëÿ äàëüíåé öåëè, äåòàëüíûé ïîèñê � òîëüêî â áëèæàéøåé îáëàñòè.

2. Ïðîâåðêà ïðÿìîé âèäèìîñòè ïåðåä ïåðåñ÷¼òîì ïóòè.

3. Êåøèðîâàíèå ïóòåé ñ ïåðåñ÷¼òîì ðàç â 2 Ãö.

4. Ýâðèñòèêà Ìàíõýòòåíñêîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ íàçåìíûõ ìîáîâ.

4.5 Нейтральные мобы

Определение 4.5 (Íåéòðàëüíûå ìîáû). Íåéòðàëüíûå ìîáû 𝒩 ⊂ ℰ � ñóùåñòâà, êîòîðûå
íå àãðåññèâíû ïî óìîë÷àíèþ, íî ìîãóò ñòàòü âðàæäåáíûìè ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ
(ïðîâîêàöèÿ, ïðèáëèæåíèå, îïðåäåë¼ííîå äåéñòâèå èãðîêà).

4.5.1 Основные представители и их поведение

Моб Здоровье Урон (при агро) Условие агрессии Особенности
Ýíäåðìåí 40 7 Âçãëÿä èãðîêà â ãîëîâó Òåëåïîðòèðóåòñÿ, áîèòñÿ âîäû
Âîëê 8 (äèêèé), 20 (ïðèðó÷.) 2�4 Óäàð ïî âîëêó èëè åãî õîçÿèíó Ïðèðó÷àåòñÿ êîñòÿìè

Æåëåçíûé ãîëåì 100 4�11 Àòàêà íà æèòåëåé èëè ãîëåìà Çàùèùàåò äåðåâíþ
Ñíåæíûé ãîëåì 4 3 (ñíåæîê) � (íå àòàêóåò âðàæäåáíî, íî ñíåæêè ñáèâàþò ñ ïóòè) Îñòàâëÿåò ñíåã, òàåò â ò¼ïëûõ áèîìàõ

Ïàíäà 20 6 (ðåäêî) Óäàð ïî ïàíäå (àãðåññèâíàÿ îñîáü) Áûâàåò àãðåññèâíûé òèï
Ï÷åëà 10 2 Óäàð ïî ï÷åëå èëè ðàçðóøåíèå óëüÿ Æàëèò, ïîñëå ÷åãî ïîãèáàåò

Äåëüôèí 10 2�3 Óäàð ïî äåëüôèíó Äà¼ò óñêîðåíèå ïëûâóùåìó èãðîêó
Ëàìà 15�30 1�4 Óäàð ïî ëàìå èëè å¼ õîçÿèíó Ïëþ¼òñÿ â èãðîêà

Ïîëÿðíûé ìåäâåäü 30 4�6 Íàëè÷èå äåò¼íûøà èëè óäàð Çàùèùàåò äåò¼íûøà
Îöåëîò 10 � � Óáåãàåò îò èãðîêà, íå àòàêóåò
Ëèñà 10 2 Óäàð ïî ëèñå èëè å¼ äåò¼íûøó Ìîæåò äåðæàòü ïðåäìåò â ïàñòè

Òàáëèöà 3: Íåéòðàëüíûå ìîáû è èõ ïàðàìåòðû.

Теорема 4.3 (Óñëîâèå àãðåññèè âîëêà). Äèêèé âîëê àòàêóåò èãðîêà, åñëè èãðîê íàíå-
ñ¼ò åìó óðîí. Ïðèðó÷åííûé âîëê àòàêóåò ëþáóþ öåëü, àòàêóþùóþ åãî õîçÿèíà, à òàêæå
èãðîêîâ, êîòîðûå óäàðèëè âîëêà. Ðàäèóñ îáíàðóæåíèÿ àãðåññèè: 𝑅aggro = 16 áëîêîâ.

Доказательство. Èç êîäà èãðû: âîëê ïðîâåðÿåò êàæäûé òèê, åñòü ëè ïîáëèçîñòè öåëü,
àòàêîâàâøàÿ åãî èëè õîçÿèíà. Öåëü çàïîìèíàåòñÿ íà 𝑇memory = 100 òèêîâ.

Пример (Ïîâåäåíèå ï÷¼ë). Ï÷åëà àòàêóåò èãðîêà, åñëè òîò óäàðèò ï÷åëó èëè ñëîìàåò
óëåé/ãíåçäî. Ïîñëå óñïåøíîãî óæàëåíèÿ ï÷åëà òåðÿåò æàëî è ïîãèáàåò ÷åðåç 60 òèêîâ.
Âåðîÿòíîñòü îòðàâëåíèÿ ïðè óêóñå: 𝑃poison = 0.5.

Замечание (Èçìåíåíèÿ â ïîâåäåíèè ï÷¼ë ñ âåðñèè 1.21.2). Â âåðñèè 1.21.2 àëãîðèòìû
íàâèãàöèè ï÷¼ë áûëè óëó÷øåíû [citation:1]:

� Ï÷¼ëû òåïåðü áëóæäàþò ñëó÷àéíûì îáðàçîì ìåíüøå âðåìåíè ïîñëå âûõîäà èç óëüÿ.

� Ï÷åëà, çíàþùàÿ ñâîé óëåé, äåðæèòñÿ áëèæå ê íåìó, ÷òî ñíèæàåò ðèñê ïîòåðÿòüñÿ.
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� Çíà÷èòåëüíî óâåëè÷åíî âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî ï÷åëà ïûòàåòñÿ âåðíóòüñÿ â óëåé,
ïðåæäå ÷åì ñäàñòñÿ.

� Ï÷¼ëû ãîðàçäî ðåæå çàñòðåâàþò íà óãëàõ èëè ïðè ïðèáëèæåíèè ê óëüþ, à òàêæå
ðåæå ïûòàþòñÿ íàéòè ïóòü ê íåäîñòóïíîìó öâåòêó.

4.6 Пассивные (дружелюбные) мобы

Определение 4.6 (Ïàññèâíûå ìîáû). Ïàññèâíûå ìîáû 𝒫 ⊂ ℰ � ñóùåñòâà, êîòîðûå íèêî-
ãäà íå àòàêóþò èãðîêà, íåçàâèñèìî îò îáñòîÿòåëüñòâ. Ìíîãèå èç íèõ ìîãóò áûòü ðàçâîäèìû
è äàþò ðåñóðñû.

4.6.1 Основные представители

Ê ïàññèâíûì ìîáàì îòíîñÿòñÿ: êîðîâà, ñâèíüÿ, êóðèöà, îâöà, êðîëèê, ÷åðåïàõà, ëîøàäü,
îñ¼ë, ìóë, ëàìà (íåéòðàëüíàÿ, íî ëàìà áûâàåò íåéòðàëüíîé), ïîïóãàé, êàëüìàð, ñâåòÿùèé-
ñÿ êàëüìàð, àêñîëîòëü, ëÿãóøêà, ãîëîâàñòèê, à òàêæå íåêîòîðûå äðóãèå.

Моб Здоровье Скорость Разведение Уникальные особенности
Домашний скот и животные

Ñâèíüÿ (óìåðåííàÿ) 10 0.25 Ìîðêîâü, êàðòîôåëü, ñâ¼êëà Äà¼ò ñâèíèíó. Âàðèàíò ïî óìîë÷àíèþ.
Ñâèíüÿ (õîëîäíàÿ) 10 0.25 Ìîðêîâü, êàðòîôåëü, ñâ¼êëà Ïîÿâëÿåòñÿ â õîëîäíûõ áèîìàõ.
Ñâèíüÿ (ò¼ïëàÿ) 10 0.25 Ìîðêîâü, êàðòîôåëü, ñâ¼êëà Ïîÿâëÿåòñÿ â ò¼ïëûõ áèîìàõ.

Êîðîâà (óìåðåííàÿ) 10 0.2 Ïøåíèöà Ãîâÿäèíà, êîæà, ìîëîêî. Âàðèàíò ïî óìîë÷àíèþ.
Êîðîâà (õîëîäíàÿ) 10 0.2 Ïøåíèöà Ïîÿâëÿåòñÿ â õîëîäíûõ áèîìàõ.
Êîðîâà (ò¼ïëàÿ) 10 0.2 Ïøåíèöà Ïîÿâëÿåòñÿ â ò¼ïëûõ áèîìàõ.

Êóðèöà (óìåðåííàÿ) 4 0.25 Ñåìåíà Êóðÿòèíà, ïåðüÿ, обычные яйца. Âàðèàíò ïî óìîë÷àíèþ.
Êóðèöà (õîëîäíàÿ) 4 0.25 Ñåìåíà Äà¼ò Голубые яйца [citation:1][citation:6].
Êóðèöà (ò¼ïëàÿ) 4 0.25 Ñåìåíà Äà¼ò Коричневые яйца [citation:1][citation:6].

Îâöà 8 0.23 Ïøåíèöà Öâåò øåðñòè çàâèñèò îò áèîìà ïðè ïîÿâëåíèè (â õîëîäíûõ � ÷¼ðíàÿ, â ò¼ïëûõ � êîðè÷íåâàÿ) [citation:6].
Êðîëèê 3 0.3 Îäóâàí÷èê, çîëîòàÿ ìîðêîâü Êðîëü÷àòèíà, êðîëè÷üÿ ëàïêà, øêóðêà.

Конные
Ëîøàäü 15�30 0.1125�0.3375 Çîëîòîå ÿáëîêî, çîëîòàÿ ìîðêîâü Êîæà, âîçìîæíîñòü åçäû.
Îñ¼ë 15�30 0.175 Çîëîòîå ÿáëîêî, çîëîòàÿ ìîðêîâü Êîæà, ñóíäóê.
Ìóë 15�30 0.175 (áåñïëîäåí) Ñî÷åòàåò ñâîéñòâà ëîøàäè è îñëà.
Ëàìà 15�30 0.175 Ñòîã ñåíà Òîðáà, êîâ¼ð.

Водные
×åðåïàõà 30 0.1 Ìîðñêàÿ òðàâà Ùèòîê, çåëüå ïîäâîäíîãî äûõàíèÿ.
Êàëüìàð 10 0.7 � ×åðíèëüíûé ìåøîê.

Ñâåòÿùèéñÿ êàëüìàð 10 0.7 � Ñâåòÿùèéñÿ ÷åðíèëüíûé ìåøîê.
Àêñîëîòëü 14 0.2 Òðîïè÷åñêàÿ ðûáà Ïîìîãàåò â áîþ, ïðèòâîðÿåòñÿ ì¼ðòâûì.

Прочие
Ïîïóãàé 6 0.2 Ïå÷åíüå (óáèâàåò) Èìèòèðóåò çâóêè ìîáîâ.
Ëÿãóøêà 10 0.3 Ñëèçü Ëÿãóøà÷èé ñâåò (çàâèñèò îò áèîìà).
Ãîëîâàñòèê 6 0.3 � Ðàñò¼ò â ëÿãóøêó.
Ï÷åëà 10 0.3 Öâåòû Îïûëÿåò ðàñòåíèÿ, æàëèò, çàùèùàÿ óëåé.

Òàáëèöà 4: Ïàññèâíûå ìîáû è èõ õàðàêòåðèñòèêè. Ñ âåðñèè 1.21.5 äîáàâëåíû õîëîäíûå
è ò¼ïëûå âàðèàíòû êîðîâ, ñâèíåé è êóð, à òàêæå áèîì-çàâèñèìûé öâåò øåðñòè ó îâåö
[citation:6].

Теорема 4.4 (Ðàçâåäåíèå æèâîòíûõ). Äâà æèâîòíûõ îäíîãî âèäà ìîãóò ïðîèçâåñòè ïîòîì-
ñòâî, åñëè îíè ñûòû (â ðåæèìå ¾ëþáâè¿) è ðÿäîì åñòü ñâîáîäíîå ìåñòî. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâ-
ëåíèÿ äåò¼íûøà ïîñëå êîðìëåíèÿ � 1 (åñëè óñëîâèÿ âûïîëíåíû). Âðåìÿ äî ñëåäóþùåãî
ðàçìíîæåíèÿ: 𝑇cooldown = 6000 òèêîâ (5 ìèíóò).

Доказательство. Ìåõàíèêà: ïðè êîðìëåíèè æèâîòíîå âõîäèò â ðåæèì ëþáâè íà 30 ñå-
êóíä. Åñëè äâà òàêèõ æèâîòíûõ âñòðå÷àþòñÿ â ðàäèóñå 8 áëîêîâ, ÷åðåç íåñêîëüêî ñåêóíä
ïîÿâëÿåòñÿ äåò¼íûø.

4.7 Боссы

Определение 4.7 (Áîññ). Áîññû ℬ ⊂ ℰ � óíèêàëüíûå ìîãóùåñòâåííûå ñóùåñòâà ñ áîëü-
øèì çàïàñîì çäîðîâüÿ, ñëîæíûìè àòàêàìè è îñîáûìè ìåõàíèêàìè. Â Minecraft ñóùåñòâó-
þò òðè áîññà: Äðàêîí Êðàÿ, Âèçåð è Âàðäåí.
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4.7.1 Дракон Края (Ender Dragon)

Определение 4.8 (Ïàðàìåòðû Äðàêîíà Êðàÿ). � Çäîðîâüå: 𝐻𝑃 = 200 (100 ñåðäåö).

� Áðîíÿ: 20% ñîïðîòèâëåíèå óðîíó îò ñòðåë è ñíàðÿäîâ.

� Àòàêè: ðûâîê (óðîí 6−15), äûõàíèå (óðîí 3 â ñåêóíäó), îãíåííûå øàðû, ðàçðóøåíèå
áëîêîâ.

� Ôàçû: ïîë¼ò ïî êðóãó, àòàêà íà èãðîêà, ðàçðóøåíèå êðèñòàëëîâ, ñèäåíèå íà ïîðòàëå.

Теорема 4.5 (Óñëîâèå âîçðîæäåíèÿ). Äðàêîí âîçðîæäàåòñÿ ïðè óñòàíîâêå ÷åòûð¼õ êðè-
ñòàëëîâ Êðàÿ íà êðàþ ïîðòàëà âûõîäà. Ïðè âîçðîæäåíèè çäîðîâüå âîññòàíàâëèâàåòñÿ äî
ìàêñèìóìà.

Доказательство. Àëãîðèòì âîçðîæäåíèÿ: ïîñëå óñòàíîâêè âñåõ êðèñòàëëîâ íà÷èíàåòñÿ
àíèìàöèÿ, è ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé äðàêîí.

Теорема 4.6 (Ñáðîñ ñ ïîðòàëà). Äðàêîí ñáðàñûâàåò èãðîêà ñ ïîðòàëà âûõîäà, åñëè òîò
ïûòàåòñÿ âîéòè â íåãî äî ïîáåäû. Ñèëà ñáðîñà: 𝑣launch = 1.5 áëîêà/òèê ââåðõ.

4.7.2 Визер (Wither)

Определение 4.9 (Ïàðàìåòðû Âèçåðà). � Çäîðîâüå: 𝐻𝑃 = 300 (150 ñåðäåö) â Java
Edition, 𝐻𝑃 = 600 â Bedrock Edition.

� Çàùèòà: èììóíèòåò ê îãíþ, ëàâå, óòîïëåíèþ.

� Àòàêè: âçðûâíûå ÷åðåïà (ñèíèå è ÷¼ðíûå), ðûâîê.

� Ôàçû: ñîçäàíèå (ïàññèâíûé), ïåðâàÿ ôàçà (ïîë¼ò, ñòðåëüáà ÷åðåïàìè), âòîðàÿ ôàçà
(ïðè 𝐻𝑃 < 150 ïîÿâëÿåòñÿ ùèò, ñòðåëüáà áûñòðåå).

Теорема 4.7 (Óðîí îò ÷åðåïîâ). Ñèíèé ÷åðåï íàíîñèò óðîí 𝐷 = 12 è âçðûâàåòñÿ ñ ðàäè-
óñîì 𝑅 = 6 áëîêîâ. ×¼ðíûé ÷åðåï íàíîñèò 𝐷 = 8 è èìååò ýôôåêò ¾Èññóøåíèå¿ äëèòåëü-
íîñòüþ 𝑇 = 40 òèêîâ (2 ñåêóíäû), íàíîñÿùèé 1 óðîí êàæäûå 2 òèêà.

Доказательство. Èç êîäà èãðû: óðîí îò ýôôåêòà èññóøåíèÿ ðàâåí 1 HP êàæäûå 2 òèêà,
èãíîðèðóåò áðîíþ.

Пример (Ñïàóí Âèçåðà). Âèçåð ïðèçûâàåòñÿ èãðîêîì ïóò¼ì ðàçìåùåíèÿ ÷åòûð¼õ áëîêîâ
ïåñêà äóø â ôîðìå áóêâû ¾Ò¿ è òð¼õ ÷åðåïîâ èññóøèòåëÿ ñâåðõó. Ïîñëå ðàçìåùåíèÿ ïî-
ñëåäíåãî ÷åðåïà íà÷èíàåòñÿ àíèìàöèÿ, è ÷åðåç íåñêîëüêî ñåêóíä ïîÿâëÿåòñÿ Âèçåð, íàíîñÿ
ìîùíûé âçðûâ.

4.7.3 Варден (Warden)

Определение 4.10 (Ïàðàìåòðû Âàðäåíà). � Çäîðîâüå: 𝐻𝑃 = 500 (250 ñåðäåö).

� Áðîíÿ: 50% ñîïðîòèâëåíèå óðîíó îò áîëüøèíñòâà èñòî÷íèêîâ.

� Àòàêè: çâóêîâàÿ âîëíà (äàëüíîáîéíàÿ), óäàð áëèæíåãî áîÿ (óðîí 16− 30).

� Îñîáåííîñòè: ñëåï, îðèåíòèðóåòñÿ íà âèáðàöèè è çàïàõ, ïîÿâëÿåòñÿ èç ñêàëêîâîãî
êàòàëèçàòîðà ïðè âûñîêîé àêòèâíîñòè.
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Теорема 4.8 (Óñëîâèå ïîÿâëåíèÿ Âàðäåíà). Âàðäåí ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà óðîâåíü òðåâîãè
(warden_anger) â ñêàëêîâîì êàòàëèçàòîðå äîñòèãàåò 4. Óðîâåíü òðåâîãè ïîâûøàåòñÿ ïðè
êàæäîì âçàèìîäåéñòâèè èãðîêà ñî ñêàëêîì (õîäüáà, ðàçìåùåíèå, ðàçðóøåíèå) è ïðè àê-
òèâàöèè ñêàëêîâîãî äàò÷èêà. Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ Âàðäåí îñòà¼òñÿ àêòèâíûì, ïîêà íå óáü¼ò
öåëü èëè íå ïîòåðÿåò å¼ íà 60 ñåêóíä.

Доказательство. Ìåõàíèêà ñêàëêîâûõ áëîêîâ: êàæäûé ðàç, êîãäà èãðîê èçäà¼ò âèáðàöèþ
â ðàäèóñå 8 áëîêîâ îò äàò÷èêà, óðîâåíü òðåâîãè óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Ïðè äîñòèæåíèè 4 â
áëèæàéøåì êàòàëèçàòîðå (â ðàäèóñå 16 áëîêîâ) íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ ïðèçûâà, äëÿùèéñÿ
20 òèêîâ, ïîñëå ÷åãî ïîÿâëÿåòñÿ Âàðäåí.

Теорема 4.9 (Ðåæèì îæèäàíèÿ). Âàðäåí ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ðåæèìå îæèäàíèÿ (digging)
ïîä çåìë¼é, åñëè îí íå îáíàðóæèë öåëü. Âûõîäèò èç çåìëè ïðè ïîÿâëåíèè öåëè èëè ïðè
äîñòèæåíèè óðîâíÿ òðåâîãè 4.

Задачи для отработки

1. Ïîñòðîéòå êîíå÷íûé àâòîìàò äëÿ ïîâåäåíèÿ êðèïåðà, ó÷èòûâàÿ òðèããåðû: èãðîê â
ðàäèóñå 3 áëîêîâ, òàéìåð âçðûâà, âîçìîæíîñòü îòìåíû âçðûâà ïðè óäàëåíèè èãðîêà.

2. Ðàññ÷èòàéòå ñðåäíåå âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðèçûâà Âàðäåíà, åñëè èãðîê ñîâåðøàåò
äåéñòâèå, èçäàþùåå âèáðàöèþ, êàæäûå 2 ñåêóíäû. Ñ÷èòàéòå, ÷òî êàæäîå äåéñòâèå
ïîâûøàåò óðîâåíü òðåâîãè íà 1, à ïîíèæåíèÿ íå ïðîèñõîäèò.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ýâðèñòèêà ¾åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå¿ â àëãîðèòìå A* äëÿ ïîèñêà ïóòè
ìîáîâ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé.

4. Äëÿ çîìáè ñ áàçîâîé ñêîðîñòüþ 0.23 áëîêà/òèê è óñêîðåíèåì ïðè àãðî äî 0.35 áëî-
êà/òèê îïðåäåëèòå, çà ñêîëüêî òèêîâ îí äîãîíèò èãðîêà, áåãóùåãî ñî ñêîðîñòüþ 0.4
áëîêà/òèê, åñëè íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå 10 áëîêîâ.

5. Ñðàâíèòå ýôôåêòèâíîñòü ðàçíûõ âèäîâ àòàê Âèçåðà: ñêîëüêî óðîíà (ñ ó÷¼òîì çà-
ùèòû èãðîêà â àëìàçíîé áðîíå áåç çà÷àðîâàíèé) íàíåñ¼ò ñèíèé ÷åðåï è ýôôåêò
èññóøåíèÿ çà âñ¼ âðåìÿ äåéñòâèÿ?

6. Îöåíèòå ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå ìîæåò òåëåïîðòèðîâàòüñÿ ýíäåðìåí
(ðàäèóñ 32 áëîêà) çà îäíó òåëåïîðòàöèþ. Ñêîëüêî â ñðåäíåì òåëåïîðòàöèé ïîòðåáó-
åòñÿ ýíäåðìåíó, ÷òîáû äîãíàòü èãðîêà, åñëè èãðîê óáåãàåò ñî ñêîðîñòüþ 5 ì/ñ?
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5 Игрок

5.1 Формальное определение и вектор состояния

Определение 5.1 (Èãðîê). Игрок � ñïåöèàëüíûé êëàññ ñóùíîñòè 𝒫 ∈ ℰ , õàðàêòåðèçó-
þùèéñÿ ðàñøèðåííûì âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ:

𝑆⃗𝒫 = (𝑟⃗, 𝑣⃗, 𝐵,𝐻𝑃, 𝐹𝑜𝑜𝑑, 𝑆𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛,𝑋𝑃, 𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙, 𝐴𝑖𝑟,𝑀𝑜𝑑𝑒,𝐺𝑎𝑚𝑒𝑚𝑜𝑑𝑒, 𝐼𝑛𝑣𝑒𝑛𝑡𝑜𝑟𝑦, 𝐸𝑓𝑓𝑒𝑐𝑡𝑠)

ãäå:

� 𝑟⃗ ∈ R3 � ïîëîæåíèå â àáñîëþòíûõ êîîðäèíàòàõ

� 𝑣⃗ ∈ R3 � ñêîðîñòü (áëîêîâ/òèê)

� 𝐵 � õèòáîêñ ðàçìåðàìè (0.6, 1.8, 0.6)

� 𝐻𝑃 ∈ [0, 20] � çäîðîâüå (health points)

� 𝐹𝑜𝑜𝑑 ∈ [0, 20] � óðîâåíü ñûòîñòè

� 𝑆𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 ∈ [0, 𝐹𝑜𝑜𝑑] � óðîâåíü íàñûùåíèÿ

� 𝑋𝑃 ∈ R≥0 � íàêîïëåííûé îïûò

� 𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙 ∈ Z≥0 � òåêóùèé óðîâåíü

� 𝐴𝑖𝑟 ∈ [0, 300] � çàïàñ êèñëîðîäà

� 𝑀𝑜𝑑𝑒 ∈ {𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙, 𝑆𝑝𝑟𝑖𝑛𝑡𝑖𝑛𝑔, 𝑆𝑛𝑒𝑎𝑘𝑖𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑖𝑚𝑚𝑖𝑛𝑔, 𝐹 𝑙𝑦𝑖𝑛𝑔} � ðåæèì äâèæåíèÿ

� 𝐺𝑎𝑚𝑒𝑚𝑜𝑑𝑒 ∈ {𝑆𝑢𝑟𝑣𝑖𝑣𝑎𝑙, 𝐶𝑟𝑒𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒, 𝐴𝑑𝑣𝑒𝑛𝑡𝑢𝑟𝑒, 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑡𝑎𝑡𝑜𝑟}

� 𝐼𝑛𝑣𝑒𝑛𝑡𝑜𝑟𝑦 ⊂ ℐ � ìóëüòèìíîæåñòâî ïðåäìåòîâ (ïîäðîáíî ñì. ðàçäåë 5.6)

� 𝐸𝑓𝑓𝑒𝑐𝑡𝑠 = {(𝑒𝑓𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖, 𝑑𝑢𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑖, 𝑎𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑖𝑒𝑟𝑖)} � àêòèâíûå ýôôåêòû (ïîäðîáíî ñì. ðàç-
äåë 5.3)

Теорема 5.1 (Ñîîòíîøåíèå Health è Food). Çíà÷åíèå 𝐻𝑃 çàâèñèò îò 𝐹𝑜𝑜𝑑 ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1. Åñëè 𝐹𝑜𝑜𝑑 > 18, òî 𝐻𝑃 âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 1 HP êàæäûå 4 ñåêóíäû (80
òèêîâ)

2. Åñëè 𝐹𝑜𝑜𝑑 ≤ 6, òî 𝐻𝑃 óìåíüøàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 1 HP êàæäûå 4 ñåêóíäû

3. Åñëè 6 < 𝐹𝑜𝑜𝑑 ≤ 18, òî 𝐻𝑃 íå èçìåíÿåòñÿ îò ãîëîäà

Ôîðìàëüíî:

𝑑(𝐻𝑃 )

𝑑𝑡
=

⎧⎪⎨⎪⎩
1
80
, åñëè 𝐹𝑜𝑜𝑑 > 18

− 1
80
, åñëè 𝐹𝑜𝑜𝑑 ≤ 6

0, èíà÷å

Доказательство. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç àíàëèçà èñõîäíîãî êîäà èãðû. Ïðè 𝐹𝑜𝑜𝑑 > 18
ó èãðîêà äîñòàòî÷íî ðåñóðñîâ äëÿ ðåãåíåðàöèè. Ïðè 𝐹𝑜𝑜𝑑 ≤ 6 íà÷èíàåòñÿ èñòîùåíèå.
Ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ óñòàíîâëåíû ðàçðàáîò÷èêàìè äëÿ áàëàíñà èãðîâîãî ïðîöåññà.
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5.2 Детализированные характеристики

5.2.1 Система уровней и опыта

Определение 5.2 (Ôóíêöèÿ ïåðåõîäà óðîâíåé). Îáùåå êîëè÷åñòâî îïûòà 𝑇 (𝐿), íåîáõîäè-
ìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ 𝐿, çàäà¼òñÿ êóñî÷íî-îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèåé (àêòóàëüíî äëÿ
âåðñèé 1.17+):

𝑇 (𝐿) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐿2 + 6𝐿, 0 ≤ 𝐿 ≤ 16,

2.5𝐿2 − 40.5𝐿+ 360, 17 ≤ 𝐿 ≤ 31,

4.5𝐿2 − 162.5𝐿+ 2220, 𝐿 ≥ 32.

Теорема 5.2 (Êîëè÷åñòâî îïûòà äëÿ ñëåäóþùåãî óðîâíÿ). Îïûò, íåîáõîäèìûé äëÿ ïåðå-
õîäà ñ óðîâíÿ 𝐿 íà óðîâåíü 𝐿+ 1, ðàâåí:

∆𝑇 (𝐿) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2𝐿+ 7, 0 ≤ 𝐿 ≤ 15,

5𝐿− 38, 16 ≤ 𝐿 ≤ 30,

9𝐿− 158, 𝐿 ≥ 31.

Доказательство. Äëÿ êàæäîãî äèàïàçîíà âû÷èñëèì ðàçíîñòü 𝑇 (𝐿+1)−𝑇 (𝐿), èñïîëüçóÿ
îïðåäåëåíèå 𝑇 (𝐿).

� Ïðè 0 ≤ 𝐿 ≤ 15: 𝑇 (𝐿) = 𝐿2 + 6𝐿. Òîãäà

𝑇 (𝐿+ 1)− 𝑇 (𝐿) = ((𝐿+ 1)2 + 6(𝐿+ 1))− (𝐿2 + 6𝐿) = 2𝐿+ 7.

� Ïðè 16 ≤ 𝐿 ≤ 30: 𝑇 (𝐿) = 2.5𝐿2 − 40.5𝐿+ 360. Òîãäà

𝑇 (𝐿+ 1)− 𝑇 (𝐿) =
(︀
2.5(𝐿+ 1)2 − 40.5(𝐿+ 1) + 360

)︀
−
(︀
2.5𝐿2 − 40.5𝐿+ 360

)︀
= 2.5(2𝐿+ 1)− 40.5 = 5𝐿− 38.

� Ïðè 𝐿 ≥ 31: 𝑇 (𝐿) = 4.5𝐿2 − 162.5𝐿+ 2220. Òîãäà

𝑇 (𝐿+ 1)− 𝑇 (𝐿) =
(︀
4.5(𝐿+ 1)2 − 162.5(𝐿+ 1) + 2220

)︀
−
(︀
4.5𝐿2 − 162.5𝐿+ 2220

)︀
= 4.5(2𝐿+ 1)− 162.5 = 9𝐿− 158.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ∆𝑇 (𝐿).

Пример. Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷¼òà îïûòà â èãðå.

1. Îïðåäåëèì, ñêîëüêî îïûòà íóæíî íàáðàòü, ÷òîáû äîñòè÷ü óðîâíÿ 10. Ïîñêîëüêó
10 ≤ 16, èñïîëüçóåì ôîðìóëó 𝑇 (10) = 102 + 6 · 10 = 100 + 60 = 160 åäèíèö îïûòà.

2. Íàéä¼ì êîëè÷åñòâî îïûòà, íåîáõîäèìîå äëÿ ïåðåõîäà ñ 30-ãî íà 31-é óðîâåíü. Äëÿ
𝐿 = 30 (ïîïàäàåò â äèàïàçîí 16 ≤ 𝐿 ≤ 30) ïðèìåíÿåì∆𝑇 (30) = 5·30−38 = 150−38 =
112 åäèíèö îïûòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, íàõîäÿñü íà 30 óðîâíå, èãðîêó íóæíî íàêîïèòü
112 îïûòà, ÷òîáû ïîâûñèòü óðîâåíü äî 31.

3. Ðàññ÷èòàåì îáùåå êîëè÷åñòâî îïûòà, íàêîïëåííîå èãðîêîì ê 50 óðîâíþ. Äëÿ 𝐿 = 50
èñïîëüçóåì òðåòüþ ôîðìóëó: 𝑇 (50) = 4.5 · 502 − 162.5 · 50 + 2220. Âû÷èñëèì:

4.5 · 2500 = 11250,

162.5 · 50 = 8125,

𝑇 (50) = 11250− 8125 + 2220 = 5345.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîñòèæåíèÿ 50 óðîâíÿ íåîáõîäèìî íàêîïèòü 5345 åäèíèö îïûòà.
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Теорема 5.3 (Îæèäàåìîå êîëè÷åñòâî îïûòà îò ìîáîâ). Ïðè óáèéñòâå ìîáà òèïà 𝑀 èãðîê
ïîëó÷àåò ñëó÷àéíîå êîëè÷åñòâî îïûòà 𝑋𝑀 , ðàñïðåäåë¼ííîå ïî çàêîíó:

𝑃 (𝑋𝑀 = 𝑘) =
1

𝑅𝑀

𝐷𝑀∑︁
𝑖=1

I{𝑘𝑖min≤𝑘≤𝑘𝑖max}

ãäå 𝐷𝑀 � êîëè÷åñòâî "êàïåëü"îïûòà, 𝑅𝑀 � îáùåå êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé, 𝑘𝑖
min

è 𝑘𝑖
max � ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ 𝑖-é êàïëè.

Доказательство. Äëÿ êàæäîãî ìîáà â êîäå èãðû îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû 𝐷𝑀 è äèàïàçîíû
äëÿ êàæäîé êàïëè. Íàïðèìåð, çîìáè äà¼ò 𝐷 = 5 êàïåëü, êàæäàÿ îò 1 äî 3 îïûòà, ÷òî äà¼ò
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà {5, 6, ..., 15}.

5.2.2 Математическая модель здоровья

Определение 5.3 (Ôóíêöèÿ óðîíà). Óðîí, ïîëó÷àåìûé èãðîêîì, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìó-
ëå:

𝐷 = (𝐷base · (1 + 0.1𝐸) +𝐷enchant) · 𝐶 · 𝐴 · (1−𝑅)

ãäå:

� 𝐷base � áàçîâûé óðîí èñòî÷íèêà

� 𝐸 � óðîâåíü ýôôåêòà "Ñèëà"(0-4)

� 𝐷enchant � äîïîëíèòåëüíûé óðîí îò çà÷àðîâàíèé

� 𝐶 � ìíîæèòåëü êðèòè÷åñêîãî óäàðà (1.0 èëè 1.5)

� 𝐴 � êîýôôèöèåíò áðîíè 𝐴 = 1−min
(︀
0.8, 𝐴𝑃

5
· 0.04 + 0.02 · 𝐸𝑃

)︀
� 𝑅 � çàùèòà îò çà÷àðîâàíèÿ "Çàùèòà"è ò.ï.

Теорема 5.4 (Ýôôåêòèâíîñòü áðîíè). Ôóíêöèÿ 𝐴(𝐴𝑃,𝐸𝑃 ) ìîíîòîííî óáûâàåò ïî 𝐴𝑃 è
𝐸𝑃 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. 𝐴(0, 0) = 1 (îòñóòñòâèå áðîíè)

2. lim𝐴𝑃→∞ 𝐴(𝐴𝑃,𝐸𝑃 ) = 0.2 (ìàêñèìàëüíàÿ çàùèòà 80%)

3. 𝜕𝐴
𝜕𝐴𝑃

= −0.008 äëÿ ìàëûõ 𝐴𝑃

Доказательство. Èç ôîðìóëû 𝐴 = 1−min(0.8, 0.008𝐴𝑃 +0.02𝐸𝑃 ) ñëåäóåò ëèíåéíîå óáû-
âàíèå äî äîñòèæåíèÿ ïîðîãà 0.8. Ïðîèçâîäíàÿ â îáëàñòè äî ïîðîãà ïîñòîÿííà. Ïðåäåë ïðè
𝐴𝑃 →∞ ðàâåí 1− 0.8 = 0.2.

5.3 Эффекты статусов и их комбинаторика

Определение 5.4 (Ôîðìàëüíàÿ ìîäåëü ýôôåêòîâ). Ìíîæåñòâî àêòèâíûõ ýôôåêòîâ åñòü
ìóëüòèìíîæåñòâî:

𝐸𝑓𝑓𝑒𝑐𝑡𝑠 = {(𝑒𝑖, 𝑑𝑖, 𝑎𝑖, 𝑐𝑖) : 𝑒𝑖 ∈ ℰ , 𝑑𝑖 ∈ N, 𝑎𝑖 ∈ Z≥0, 𝑐𝑖 ∈ {0, 1}}

ãäå ℰ � ìíîæåñòâî âñåõ ýôôåêòîâ, 𝑑𝑖 � äëèòåëüíîñòü â òèêàõ, 𝑎𝑖 � óñèëèòåëü, 𝑐𝑖 � ôëàã
÷àñòèö.
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Теорема 5.5 (Êîìáèíàöèÿ ýôôåêòîâ). Ïðè íàëîæåíèè ýôôåêòà (𝑒, 𝑑, 𝑎, 𝑐) íà ñóùåñòâóþ-
ùèé ýôôåêò (𝑒, 𝑑′, 𝑎′, 𝑐′):

1. Åñëè 𝑎 > 𝑎′: çàìåíÿåòñÿ ïîëíîñòüþ

2. Åñëè 𝑎 = 𝑎′: 𝑑new = max(𝑑, 𝑑′)

3. Åñëè 𝑎 < 𝑎′: îñòà¼òñÿ ïðåæíèé

Доказательство. Ïðàâèëà îïðåäåëåíû â êîäå èãðû Minecraft. Áîëåå ñèëüíûé ýôôåêò
(áîëüøèé óñèëèòåëü) çàìåíÿåò ñëàáûé. Ïðè ðàâíûõ óñèëèòåëÿõ âûáèðàåòñÿ áîëüøàÿ äëè-
òåëüíîñòü.

Определение 5.5 (Ìàòðèöà ñîâìåñòèìîñòè ýôôåêòîâ). Ìàòðèöà 𝐶𝑛×𝑛, ãäå 𝐶𝑖𝑗 = 1, åñëè
ýôôåêòû 𝑖 è 𝑗 ìîãóò áûòü àêòèâíû îäíîâðåìåííî, èíà÷å 0. Íàïðèìåð, 𝐶скорость, замедление =
0 (ïðîòèâîïîëîæíûå ýôôåêòû).

Теорема 5.6 (Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îäíîâðåìåííûõ ýôôåêòîâ). Èãðîê ìîæåò èìåòü
äî 𝑛max = 24 àêòèâíûõ ýôôåêòîâ îäíîâðåìåííî.

Доказательство. Îãðàíè÷åíèå ñâÿçàíî ñ îòîáðàæåíèåì èêîíîê ýôôåêòîâ íà ýêðàíå �
ìàêñèìàëüíî 2 ñòðîêè ïî 12 èêîíîê.

5.3.1 Влияние на дыхание

Определение 5.6 (Êîýôôèöèåíòû äûõàíèÿ). Çà÷àðîâàíèå ¾Ïîäâîäíîå äûõàíèå¿ íà øëå-
ìå óâåëè÷èâàåò âðåìÿ íàõîæäåíèÿ ïîä âîäîé: ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ 𝑇max = 300 · 𝑚ℎ, ãäå
𝑚ℎ = 1 + 0.33 · 𝑙, 𝑙 � óðîâåíü çà÷àðîâàíèÿ. Ýôôåêò çåëüÿ ¾Ïîäâîäíîå äûõàíèå¿ äà¼ò êî-
ýôôèöèåíò 𝑘𝑙 = 1 + 0.5 · 𝑙. Â ôîðìóëå ðàñõîäà êèñëîðîäà (ðàçäåë 5.5) ýòè êîýôôèöèåíòû
èñïîëüçóþòñÿ êàê

𝜇𝑡 = 𝜇base · 𝑘−1
𝑙 ·𝑚

−1
ℎ · (1 + 0.5 · 𝐼sprint).

5.4 Динамическая модель голода и насыщения

Определение 5.7 (Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ïèòàíèÿ). Äèíàìèêà ïîêàçàòåëåé ïèòàíèÿ îïèñû-
âàåòñÿ ñèñòåìîé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

𝐹𝑜𝑜𝑑𝑡+1 = min(20, 𝐹𝑜𝑜𝑑𝑡 −∆𝐹𝑡 + 𝐼𝑡)

𝑆𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑡+1 = min(𝐹𝑜𝑜𝑑𝑡+1, 𝑆𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑡 −∆𝑆𝑡 + 𝐽𝑡)

ãäå:

� ∆𝐹𝑡 � ðàñõîä ïèùè çà òèê

� ∆𝑆𝑡 � ðàñõîä íàñûùåíèÿ çà òèê

� 𝐼𝑡, 𝐽𝑡 � ïîñòóïëåíèÿ èç ïîòðåáëÿåìîé ïèùè

Теорема 5.7 (Ïðèîðèòåò ðàñõîäà íàñûùåíèÿ). Ðàñõîä ðåñóðñîâ ïðîèñõîäèò â ïîðÿäêå:
ñíà÷àëà òðàòèòñÿ 𝑆𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛, çàòåì 𝐹𝑜𝑜𝑑. Ôîðìàëüíî:

(∆𝑆𝑡,∆𝐹𝑡) =

{︃
(𝑅𝑡, 0), åñëè 𝑆𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑡 ≥ 𝑅𝑡

(𝑆𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑡, 𝑅𝑡 − 𝑆𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑡), èíà÷å

ãäå 𝑅𝑡 � îáùèé ðàñõîä çà òèê.
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Доказательство. Ñîãëàñíî ìåõàíèêå èãðû, íàñûùåíèå ÿâëÿåòñÿ "áóôåðîì êîòîðûé ðàñõî-
äóåòñÿ ïåðâûì. Òîëüêî ïîñëå åãî èñòîùåíèÿ íà÷èíàåò óìåíüøàòüñÿ óðîâåíü ñûòîñòè.

Определение 5.8 (Ðàñõîä ýíåðãèè ïî äåéñòâèÿì). Îáùèé ðàñõîä çà òèê 𝑅𝑡 çàâèñèò îò
àêòèâíîñòè:

𝑅𝑡 = 𝛼move · 𝑣𝑡 + 𝛼jump · 𝑗𝑡 + 𝛼mine ·𝑚𝑡 + 𝛼regen · 𝑟𝑡
ãäå:

� 𝑣𝑡 � ïðîéäåííîå ðàññòîÿíèå (0 ïðè ñòîÿíèè, 1 ïðè õîäüáå, 1.3 ïðè áåãå)

� 𝑗𝑡 ∈ {0, 1} � ôàêòîð ïðûæêà

� 𝑚𝑡 ∈ {0, 1} � ôàêòîð äîáû÷è áëîêà

� 𝑟𝑡 ∈ {0, 1} � ôàêòîð ðåãåíåðàöèè çäîðîâüÿ

Êîýôôèöèåíòû: 𝛼move = 0.01, 𝛼jump = 0.2, 𝛼mine = 0.005, 𝛼regen = 3.0.

Теорема 5.8 (Âðåìÿ äî èñòîùåíèÿ). Ïðè ïîñòîÿííîé àêòèâíîñòè ñ ðàñõîäîì 𝑅 â òèê,
âðåìÿ äî ïîëíîãî èñòîùåíèÿ (𝐹𝑜𝑜𝑑 = 0) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (𝐹0, 𝑆0):

𝑇exhaustion =
𝑆0 + 𝐹0

𝑅
òèêîâ

Доказательство. Òàê êàê ñíà÷àëà òðàòèòñÿ 𝑆𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛, à çàòåì 𝐹𝑜𝑜𝑑, îáùèé çàïàñ "åäè-
íèö ïèòàíèÿ"ðàâåí 𝑆0 + 𝐹0. Ïðè ïîñòîÿííîì ðàñõîäå 𝑅 çà òèê, âðåìÿ èñ÷åðïàíèÿ ðàâíî
îáùåìó çàïàñó, äåë¼ííîìó íà ðàñõîä.

5.5 Усовершенствованная модель дыхания

Определение 5.9 (Ðàñøèðåííàÿ ìîäåëü êèñëîðîäíîãî îáìåíà). Äèíàìèêà êèñëîðîäà îïè-
ñûâàåòñÿ ñèñòåìîé:

𝐴𝑡+1 =

{︃
max(0, 𝐴𝑡 − 𝜇𝑡), åñëè 𝑊𝑡 = 1,

min(300, 𝐴𝑡 + 𝛾𝑡), åñëè 𝑊𝑡 = 0;

𝜇𝑡 = 𝜇base · 𝑘−1
𝑙 ·

(︀
1− Respire(𝑙)

)︀
· (1 + 0.5𝐼sprint),

𝛾𝑡 = 𝛾base · (1 + 0.3𝐼conduit),

ãäå Respire(𝑙) � âåðîÿòíîñòü íå òðàòèòü êèñëîðîä â òèê ïðè íàëè÷èè çà÷àðîâàíèÿ ¾Ïîä-
âîäíîå äûõàíèå¿ óðîâíÿ 𝑙:

Respire(𝑙) =
𝑙

𝑙 + 1
.

Çäåñü 𝜇base = 1, 𝛾base = 4, 𝑘𝑙 � êîýôôèöèåíò îò ýôôåêòà ¾Ïîäâîäíîå äûõàíèå¿ (çåëüå) �
ïîëíîñòüþ ïðåäîòâðàùàåò ïîòåðþ êèñëîðîäà.

Теорема 5.9 (Êðèòè÷åñêîå âðåìÿ ïîãðóæåíèÿ). Ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ íåïðåðûâíîãî ïðå-
áûâàíèÿ ïîä âîäîé:

𝑇max =
300

𝜇base · 𝑘−1
𝑙 ·𝑚

−1
ℎ

òèêîâ

Доказательство. Íà÷àëüíûé çàïàñ êèñëîðîäà 300 åäèíèö, êàæäûé òèê òðàòèòñÿ 𝜇𝑡 åäè-
íèö. Ïðè ïîñòîÿííûõ óñëîâèÿõ 𝜇𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, âðåìÿ èñ÷åðïàíèÿ åñòü íà÷àëüíûé çàïàñ, äå-
ë¼ííûé íà ðàñõîä.
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5.6 Инвентарь как структура данных

Определение 5.10 (Ôîðìàëüíàÿ ìîäåëü èíâåíòàðÿ). Èíâåíòàðü èãðîêà åñòü óïîðÿäî÷åí-
íàÿ ñîâîêóïíîñòü ñëîòîâ:

ℐ = (𝑠0, 𝑠1, ..., 𝑠35) ∪ (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) ∪ (𝑜0, ..., 𝑜4)

ãäå:

� 𝑠𝑖 � ñëîòû îñíîâíîãî èíâåíòàðÿ (0 ≤ 𝑖 ≤ 35)

� 𝑎𝑗 � ñëîòû áðîíè (0 ≤ 𝑗 ≤ 3)

� 𝑜𝑘 � ñëîòû ëåâîé ðóêè è êðàôòà (0 ≤ 𝑘 ≤ 4)

Êàæäûé ñëîò 𝑠 = (𝑖𝑡𝑒𝑚, 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡, 𝑑𝑎𝑚𝑎𝑔𝑒, 𝑡𝑎𝑔), ãäå 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 ∈ [1,𝑚𝑎𝑥𝑆𝑡𝑎𝑐𝑘(𝑖𝑡𝑒𝑚)], 𝑑𝑎𝑚𝑎𝑔𝑒 ∈
[0, 𝑑𝑢𝑟𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑖𝑡𝑒𝑚)].

Теорема 5.10 (Ìîùíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé èíâåíòàðÿ). Êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ
êîíôèãóðàöèé èíâåíòàðÿ îãðàíè÷åíî ñâåðõó:

|ℐ| ≤
35∏︁
𝑖=0

(|𝐼𝑡𝑒𝑚𝑠| · 64 ·𝐷max · 2𝑁tag)

ãäå |𝐼𝑡𝑒𝑚𝑠| � êîëè÷åñòâî òèïîâ ïðåäìåòîâ, 𝐷max � ìàêñèìàëüíàÿ ïðî÷íîñòü, 𝑁tag � êîëè-
÷åñòâî âîçìîæíûõ NBT-òåãîâ.

Доказательство. Äëÿ êàæäîãî ñëîòà: âûáîð ïðåäìåòà èç |𝐼𝑡𝑒𝑚𝑠|, êîëè÷åñòâî îò 1 äî 64
(èëè ìåíüøå äëÿ íåêîòîðûõ ïðåäìåòîâ), çíà÷åíèå ïðî÷íîñòè îò 0 äî 𝐷max, íàáîð NBT-
òåãîâ. Ïðîèçâåäåíèå ïî âñåì ñëîòàì äà¼ò îöåíêó ñâåðõó.

Algorithm 2 Àëãîðèòì àâòîìàòè÷åñêîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäìåòà
function AutoPlace(𝑖𝑡𝑒𝑚, 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡, 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑛𝑡𝑜𝑟𝑦)

𝑟𝑒𝑚𝑎𝑖𝑛𝑖𝑛𝑔 ← 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡
for âñå ñëîòû 𝑠 â èíâåíòàðå do

if 𝑠.𝑖𝑡𝑒𝑚 = 𝑖𝑡𝑒𝑚 è 𝑠.𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 < 𝑚𝑎𝑥𝑆𝑡𝑎𝑐𝑘(𝑖𝑡𝑒𝑚) è 𝑠.𝑡𝑎𝑔 = 𝑖𝑡𝑒𝑚.𝑡𝑎𝑔 then
𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒← 𝑚𝑎𝑥𝑆𝑡𝑎𝑐𝑘(𝑖𝑡𝑒𝑚)− 𝑠.𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡
𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑒𝑟 ← min(𝑟𝑒𝑚𝑎𝑖𝑛𝑖𝑛𝑔, 𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒)
𝑠.𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡← 𝑠.𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡+ 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑒𝑟
𝑟𝑒𝑚𝑎𝑖𝑛𝑖𝑛𝑔 ← 𝑟𝑒𝑚𝑎𝑖𝑛𝑖𝑛𝑔 − 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑒𝑟
if 𝑟𝑒𝑚𝑎𝑖𝑛𝑖𝑛𝑔 = 0 then return
end if

end if
end for
for âñå ïóñòûå ñëîòû 𝑠 â èíâåíòàðå do

𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑒𝑟 ← min(𝑟𝑒𝑚𝑎𝑖𝑛𝑖𝑛𝑔,𝑚𝑎𝑥𝑆𝑡𝑎𝑐𝑘(𝑖𝑡𝑒𝑚))
𝑠← (𝑖𝑡𝑒𝑚, 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑒𝑟, 0, 𝑖𝑡𝑒𝑚.𝑡𝑎𝑔)
𝑟𝑒𝑚𝑎𝑖𝑛𝑖𝑛𝑔 ← 𝑟𝑒𝑚𝑎𝑖𝑛𝑖𝑛𝑔 − 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑒𝑟
if 𝑟𝑒𝑚𝑎𝑖𝑛𝑖𝑛𝑔 = 0 then return
end if

end for
end function
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5.7 Кинематика и динамика движения игрока

Определение 5.11 (Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èãðîêà). Äâèæåíèå èãðîêà îïèñûâàåòñÿ ìîäè-
ôèöèðîâàííûìè óðàâíåíèÿìè Íüþòîíà:

𝑟⃗𝑡+1 = 𝑟⃗𝑡 + 𝑣⃗𝑡∆𝑡

𝑣⃗𝑡+1 = 𝑣⃗𝑡 + (⃗𝑎input + 𝑎⃗gravity + 𝑎⃗friction + 𝑎⃗fluid)∆𝑡

ãäå ∆𝑡 = 0.05 ñ (1 òèê).

Теорема 5.11 (Óñêîðåíèå îò óïðàâëåíèÿ). Óñêîðåíèå îò óïðàâëåíèÿ 𝑎⃗input çàâèñèò îò
ðåæèìà äâèæåíèÿ:

|⃗𝑎input| =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0.098, õîäüáà ïî çåìëå

0.13, áåã ïî çåìëå

0.02, õîäüáà ïî ëüäó

0.05, ïîë¼ò â òâîð÷åñêîì ðåæèìå

0.4, ïëàâàíèå

𝑎⃗input = |⃗𝑎input| · 𝑑move · (1− 0.15 · 𝐼sneak)

ãäå 𝑑move � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ.

Доказательство. Çíà÷åíèÿ óñêîðåíèé îïðåäåëåíû â êîäå èãðû è ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû
ýêñïåðèìåíòàëüíî. Êîýôôèöèåíò 0.15 ïðè êðàäóùåìñÿ äâèæåíèè ñîîòâåòñòâóåò çàìåäëå-
íèþ íà 15%.

Теорема 5.12 (Ôîðìóëà ïðûæêà). Âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü ïðè ïðûæêå:

𝑣jump
𝑦 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0.42, îáû÷íûé ïðûæîê

0.42 + 0.1 · 𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙jump, ñ ýôôåêòîì ïðûãó÷åñòè

0.0, åñëè 𝐹𝑜𝑜𝑑 < 6 è íå â òâîð÷åñêîì ðåæèìå

Доказательство. Áàçîâîå çíà÷åíèå 0.42 áëîêîâ/òèê ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîé ñêîðîñòè,
äîñòàòî÷íîé äëÿ ïîäú¼ìà íà 1.25 áëîêà. Ýôôåêò "Ïðûãó÷åñòü"óâåëè÷èâàåò ñêîðîñòü íà
0.1 çà óðîâåíü. Ïðè íåäîñòàòêå ïèùè ïðûæîê íåâîçìîæåí.

5.8 Психологические и социальные аспекты (многопользователь-
ский режим)

Определение 5.12 (Ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ èãðîêîâ). Â ìíîãîïîëüçîâàòåëüñêîì ðåæèìå
âçàèìîäåéñòâèå îïèñûâàåòñÿ ãðàôîì 𝐺 = (𝑉,𝐸), ãäå:

� 𝑉 = {𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑛} � ìíîæåñòâî èãðîêîâ

� 𝐸 ⊆ 𝑉 × 𝑉 × 𝑇 � ð¼áðà ñ òèïàìè âçàèìîäåéñòâèé 𝑇 = {êîîïåðàöèÿ,PvP, òîðãîâëÿ}
Теорема 5.13 (Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ). Â êîîïåðàòèâíîì ðå-
æèìå îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ ìåæäó 𝑛 èãðîêàìè äîñòèãàåòñÿ ïðè:

∀𝑖, 𝑗 : 𝜕𝑈𝑖

𝜕𝑅𝑖

=
𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑅𝑗

ãäå 𝑈𝑖(𝑅𝑖) � ïîëåçíîñòü èãðîêà 𝑖 îò ðåñóðñîâ 𝑅𝑖.

Доказательство. Èç òåîðèè èãð è ïðèíöèïà Ïàðåòî-îïòèìàëüíîñòè. Ðàâíûå ïðåäåëüíûå
ïîëåçíîñòè îáåñïå÷èâàþò îòñóòñòâèå âîçìîæíîñòåé äëÿ óëó÷øåíèÿ ïîëîæåíèÿ îäíîãî èã-
ðîêà áåç óõóäøåíèÿ ïîëîæåíèÿ äðóãîãî.
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5.9 Модель усталости и производительности

Определение 5.13 (Ôóíêöèÿ ýôôåêòèâíîñòè äîáû÷è). Ýôôåêòèâíîñòü äîáû÷è áëîêà
òèïà 𝐵 ñ èíñòðóìåíòîì 𝑇 :

𝐸(𝐵, 𝑇 ) =

{︃
𝐻base(𝐵)

(1+0.3·𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙efficiency)·𝑀(𝑇,𝐵)
, åñëè 𝑇 ïîäõîäèò

𝐻base(𝐵)
0.1·𝑀(𝑇,𝐵)

, èíà÷å

ãäå 𝐻base(𝐵) � áàçîâàÿ òâ¼ðäîñòü áëîêà, 𝑀(𝑇,𝐵) � ìíîæèòåëü ñîîòâåòñòâèÿ èíñòðóìåíòà.

Теорема 5.14 (Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ äîáû÷è). Äëÿ ðåñóðñà 𝑅, ðàñïðåäåë¼ííîãî ñ ïëîò-
íîñòüþ 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧), îïòèìàëüíûé ïóòü äîáû÷è ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë:

𝐽 =

∫︁ 𝑡𝑓

𝑡0

(︂
1

𝐸(𝐵(𝑡), 𝑇 )
+ 𝛼 · 𝑑(𝑝(𝑡), base)

)︂
𝑑𝑡

ãäå 𝑑 � ðàññòîÿíèå äî áàçû, 𝛼 � êîýôôèöèåíò âàæíîñòè âîçâðàòà.

Доказательство. Ìèíèìèçàöèÿ èíòåãðàëà îò îáðàòíîé ýôôåêòèâíîñòè äà¼ò ìàêñèìàëü-
íîå êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ çà âðåìÿ. Âòîðîå ñëàãàåìîå ó÷èòûâàåò çàòðàòû íà âîçâðàò ê
áàçå.
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6 Освещение

Îñâåùåíèå â Minecraft ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñêðåòíóþ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà
â òð¼õìåðíîé ñåòêå áëîêîâ. Êàæäûé áëîê õàðàêòåðèçóåòñÿ óðîâíåì îñâåù¼ííîñòè 𝐿 ∈
{0, 1, 2, . . . , 15}, ãäå 0 ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîé òåìíîòå, à 15 � ìàêñèìàëüíîé ÿðêîñòè.

6.1 Математическая модель освещения

Определение 6.1 (Ôóíêöèÿ îñâåù¼ííîñòè). Ôóíêöèÿ îñâåù¼ííîñòè ℒ : Z3 → {0, 1, . . . , 15}
ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé öåëî÷èñëåííîé êîîðäèíàòå (𝑥, 𝑦, 𝑧) óðîâåíü ñâåòà 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑧). Ìíîæå-
ñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé îáðàçóåò ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé îñâåùåíèÿ ℒspace.

Определение 6.2 (Êîýôôèöèåíò ïðîïóñêàíèÿ ñâåòà). Äëÿ êàæäîãî òèïà áëîêà 𝐵 îïðå-
äåë¼í êîýôôèöèåíò ïðîïóñêàíèÿ ñâåòà 𝜏𝐵 ∈ [0, 1], êîòîðûé îïðåäåëÿåò äîëþ ñâåòîâîãî
ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç áëîê:

𝐿out = 𝜏𝐵 · 𝐿in,

ãäå 𝐿in è 𝐿out � óðîâíè ñâåòà íà âõîäå è âûõîäå áëîêà ñîîòâåòñòâåííî.

Теорема 6.1 (Äèñêðåòíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà ñâåòà). Ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà â îäíîðîä-
íîé ñâåòîïðîíèöàåìîé ñðåäå îïèñûâàåòñÿ ïðîñòûì ïðàâèëîì:

𝐿(𝑟⃗ + 𝑑) = max
(︀
0, 𝐿(𝑟⃗)− 1

)︀
,

ãäå 𝑑 ∈ {(1, 0, 0), (−1, 0, 0), (0, 1, 0), (0,−1, 0), (0, 0, 1), (0, 0,−1)} � åäèíè÷íûé âåêòîð íà-
ïðàâëåíèÿ. Åñëè áëîê â òî÷êå 𝑟⃗ + 𝑑 ÿâëÿåòñÿ **íåïðîçðà÷íûì** (ò.å. èìååò êîýôôèöè-
åíò ïðîïóñêàíèÿ 𝜏 = 0), ñâåò â íåãî íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ, è ñîñåäíèå áëîêè çà íèì íå
îñâåùàþòñÿ.

Доказательство. Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà èç òî÷êè 𝑟⃗ â ñîñåäíþþ òî÷êó. Ñâåò
îñëàáåâàåò ðîâíî íà 1 åäèíèöó çà êàæäûé ïðîéäåííûé áëîê, åñëè áëîê íå ÿâëÿåòñÿ èñ-
òî÷íèêîì ñâåòà è íå èçìåíÿåò íàïðàâëåíèå. Ýòî ñëåäóåò èç àëãîðèòìà çàëèâêè (�ood �ll),
èñïîëüçóåìîãî â èãðå. Óñëîâèå 𝜏 = 0 ïîëíîñòüþ áëîêèðóåò ðàñïðîñòðàíåíèå; ÷àñòè÷íî
ïðîçðà÷íûå áëîêè (âîäà, ë¼ä) îñëàáëÿþò ñâåò òàêæå íà 1, íî ñàìè ÿâëÿþòñÿ ñâåòîïðîíè-
öàåìûìè.

6.2 Распространение света

Â Minecraft ñóùåñòâóåò äâà íåçàâèñèìûõ òèïà îñâåùåíèÿ: åñòåñòâåííûé ñâåò (îò íåáà) è
áëî÷íûé ñâåò (îò èñòî÷íèêîâ). Îíè ðàññ÷èòûâàþòñÿ îòäåëüíî, à èòîãîâûé óðîâåíü ñâåòà
â òî÷êå ðàâåí ìàêñèìóìó èç äâóõ.

Определение 6.3 (Åñòåñòâåííûé è áëî÷íûé ñâåò). Ôóíêöèÿ îñâåù¼ííîñòè ðàñïàäàåòñÿ
íà äâå êîìïîíåíòû:

ℒ(𝑟⃗) = max(ℒsky(𝑟⃗),ℒblock(𝑟⃗)),

ãäå ℒsky � åñòåñòâåííûé ñâåò, ℒblock � áëî÷íûé ñâåò.
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Algorithm 3 Âîëíîâîé àëãîðèòì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà
Require: Ìíîæåñòâî èñòî÷íèêîâ ñâåòà 𝑆 = {𝑠𝑖} ñ óðîâíÿìè 𝐿0(𝑠𝑖), êàðòà áëîêîâ 𝐵(𝑟⃗)
Ensure: Ôóíêöèÿ îñâåù¼ííîñòè ℒ(𝑟⃗)
Èíèöèàëèçèðîâàòü î÷åðåäü 𝑄← ∅
for âñå 𝑠𝑖 ∈ 𝑆 do
ℒ(𝑠𝑖)← 𝐿0(𝑠𝑖)
Ïîìåñòèòü 𝑠𝑖 â 𝑄 ñ ïðèîðèòåòîì 𝐿0(𝑠𝑖)

end for
while 𝑄 ̸= ∅ do

Èçâëå÷ü 𝑟⃗ èç 𝑄 ñ ìàêñèìàëüíûì ℒ(𝑟⃗)
for êàæäîãî ñîñåäà 𝑟⃗′ áëîêà 𝑟⃗ â 6 íàïðàâëåíèÿõ do

Âû÷èñëèòü 𝜏 ← 𝜏𝐵(𝑟⃗′) (êîýôôèöèåíò ïðîïóñêàíèÿ)
𝐿new ← max(0,ℒ(𝑟⃗)− 1− ⌊(1− 𝜏) · 15⌋)
if 𝐿new > ℒ(𝑟⃗′) then
ℒ(𝑟⃗′)← 𝐿new

Ïîìåñòèòü 𝑟⃗′ â 𝑄 ñ ïðèîðèòåòîì 𝐿new

end if
end for

end whilereturn ℒ

Теорема 6.2 (Êîððåêòíîñòü âîëíîâîãî àëãîðèòìà). Àëãîðèòì 3 çàâåðøàåòñÿ çà êîíå÷-
íîå âðåìÿ è âû÷èñëÿåò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñâåòà, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ
ïåðåíîñà.

Доказательство. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî óðîâ-
íÿì ñâåòà. Òàê êàê óðîâíè ñâåòà öåëî÷èñëåííûå è îãðàíè÷åíû ñâåðõó 15, à êàæäûé øàã
óìåíüøàåò óðîâåíü ñâåòà, àëãîðèòì ãàðàíòèðîâàííî çàâåðøàåòñÿ. Î÷åðåäü ñ ïðèîðèòåòîì
îáåñïå÷èâàåò îáðàáîòêó áîëåå ÿðêèõ èñòî÷íèêîâ â ïåðâóþ î÷åðåäü, ÷òî ãàðàíòèðóåò ìîíî-
òîííîñòü è êîððåêòíîñòü.

Теорема 6.3 (Îöåíêà ñëîæíîñòè àëãîðèòìà). Â õóäøåì ñëó÷àå ñëîæíîñòü àëãîðèòìà
ñîñòàâëÿåò 𝑂(𝑛 · log 𝑛), ãäå 𝑛 � êîëè÷åñòâî îáðàáàòûâàåìûõ áëîêîâ.

Доказательство. Êàæäûé áëîê ìîæåò áûòü îáðàáîòàí äî 6 ðàç (ïî îäíîìó íà êàæäîãî
ñîñåäà). Îïåðàöèè ñ ïðèîðèòåòíîé î÷åðåäüþ èìåþò ñëîæíîñòü 𝑂(log 𝑛). Òàêèì îáðàçîì,
îáùàÿ ñëîæíîñòü 𝑂(6𝑛 · log 𝑛) = 𝑂(𝑛 · log 𝑛).
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источник

12

13

12

12

14

13

12

13

12

12

15

14

13

12

14

13

12

13

12

12

■ Уровень 15 (красный)

■ Уровень 14 (оранжевый)

■ Уровень 13 (жёлтый)

■ Уровень 12 (светло-жёлтый)

Ðèñ. 23: Äèñêðåòíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà: óðîâåíü 15 (èñòî÷íèê) � êðàñíûé, äàëåå öâå-
òà ïëàâíî ïåðåõîäÿò ê áåëîìó. Áëîêè ïîëóïðîçðà÷íû äëÿ âèäèìîñòè âñåõ ñëî¼â. ×èñëà
íà âåðõíèõ ãðàíÿõ ïîêàçûâàþò óðîâåíü ñâåòà, öâåò òåêñòà àâòîìàòè÷åñêè ìåíÿåòñÿ äëÿ
êîíòðàñòà.

6.3 Источники света

Определение 6.4 (Èñòî÷íèê ñâåòà). Èñòî÷íèê ñâåòà � áëîê èëè ñóùíîñòü, èçëó÷àþ-
ùàÿ ñâåò ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì 𝐿0. Ôîðìàëüíî, èñòî÷íèê çàäà¼òñÿ ïàðîé (𝑟⃗0, 𝐿0) ∈ Z3 ×
{1, . . . , 15}.

Теорема 6.4 (Êëàññèôèêàöèÿ èñòî÷íèêîâ). Èñòî÷íèêè ñâåòà äåëÿòñÿ íà ñëåäóþùèå êëàñ-
ñû:

1. Постоянные: 𝐿0(𝑡) = const (ôàêåë, ñâåòîêàìåíü, ëàâà)

2. Периодические: 𝐿0(𝑡+ 𝑇 ) = 𝐿0(𝑡) (ðåäñòîóí-ôàêåë â ãåíåðàòîðå èìïóëüñîâ)

3. Условные: 𝐿0 = 𝑓(óñëîâèå) (ðåäñòîóí-ëàìïà ïðè ïîäà÷å ñèãíàëà)

Источник 𝐿0 𝜏 Тип
Ôàêåë 14 0 Ïîñòîÿííûé

Ñâåòÿùèéñÿ êàìåíü 15 0 Ïîñòîÿííûé
Ëàâà 15 0 Ïîñòîÿííûé

Ðåäñòîóí-ôàêåë (âêë) 7 0 Óñëîâíûé
Ðåäñòîóí-ëàìïà (âêë) 15 0 Óñëîâíûé
Ìåäíàÿ ëàìïà (âêë) 15 / 12 / 8 / 4 0 Óñëîâíûé (çàâèñèò îò îêèñëåíèÿ)

Òàáëèöà 5: Ïàðàìåòðû îñíîâíûõ èñòî÷íèêîâ ñâåòà
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6.4 Светофильтрующие блоки

Определение 6.5 (Ìàòðèöà ïðîïóñêàíèÿ). Äëÿ àíèçîòðîïíûõ áëîêîâ (íàïðèìåð, ïëèò,
ñòóïåíåé) ââîäèòñÿ ìàòðèöà ïðîïóñêàíèÿ 𝑇 ∈ R3×3:⎡⎣𝐿𝑜𝑢𝑡,𝑥

𝐿𝑜𝑢𝑡,𝑦

𝐿𝑜𝑢𝑡,𝑧

⎤⎦ = 𝑇 ·

⎡⎣𝐿𝑖𝑛,𝑥

𝐿𝑖𝑛,𝑦

𝐿𝑖𝑛,𝑧

⎤⎦ ,

ãäå 𝐿𝑖𝑛,𝑖, 𝐿𝑜𝑢𝑡,𝑖 � êîìïîíåíòû ñâåòîâîãî ïîòîêà ïî îñÿì.

Пример. Äëÿ áëîêà âîçäóõà: 𝑇 = 𝐼3 (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà). Äëÿ áëîêà âîäû: 𝑇 = 0.8 · 𝐼3.
Äëÿ áëîêà ëüäà: 𝑇 = 0.95 · 𝐼3.

Теорема 6.5 (Êîìïîçèöèÿ ñâåòîôèëüòðîâ). Ïðè ïðîõîæäåíèè ñâåòà ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èç 𝑛 áëîêîâ ñ ìàòðèöàìè ïðîïóñêàíèÿ 𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑛 ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ:

𝑇total = 𝑇𝑛 · 𝑇𝑛−1 · · · · · 𝑇2 · 𝑇1.

Доказательство. Ýòî ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè
äëÿ ìàëûõ èíòåíñèâíîñòåé ñâåòà. Ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå îáåñïå÷èâàåò ïðàâèëüíûé ó÷¼ò
ïîðÿäêà áëîêîâ.

6.5 Динамическое освещение

Определение 6.6 (Èíêðåìåíòàëüíîå îáíîâëåíèå îñâåùåíèÿ). Ïðè èçìåíåíèè áëîêà â
òî÷êå 𝑟⃗0 ïåðåñ÷¼ò îñâåùåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïî àëãîðèòìó:

1. Óäàëèòü ñòàðûé ñâåò èç òî÷êè 𝑟⃗0 è âñåõ çàâèñèìûõ áëîêîâ

2. Äîáàâèòü íîâûé ñâåò èç òî÷êè 𝑟⃗0 è âñåõ çàâèñèìûõ áëîêîâ

Algorithm 4 Èíêðåìåíòàëüíîå îáíîâëåíèå îñâåùåíèÿ
Require: Òî÷êà èçìåíåíèÿ 𝑟⃗0, ñòàðûé áëîê 𝐵old, íîâûé áëîê 𝐵new

𝑄remove ← {𝑟⃗0}
𝑄add ← {𝑟⃗0}
// Ôàçà óäàëåíèÿ ñâåòà
while 𝑄remove ̸= ∅ do

𝑟⃗ ← 𝑄remove.𝑝𝑜𝑝()
Ñîõðàíèòü ℒold(𝑟⃗)
ℒ(𝑟⃗)← 0
for ñîñåäåé 𝑟⃗′ áëîêà 𝑟⃗ do

if ℒ(𝑟⃗′) çàâèñèò îò ℒold(𝑟⃗) then
Äîáàâèòü 𝑟⃗′ â 𝑄remove

end if
end for

end while
// Ôàçà äîáàâëåíèÿ ñâåòà
while 𝑄add ̸= ∅ do

Âûïîëíèòü îáû÷íîå ðàñïðîñòðàíåíèå èç 𝑟⃗
end while
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Теорема 6.6 (Ýôôåêòèâíîñòü èíêðåìåíòàëüíîãî îáíîâëåíèÿ). Èíêðåìåíòàëüíîå îáíîâ-
ëåíèå òðåáóåò 𝑂(𝑘) îïåðàöèé, ãäå 𝑘 � êîëè÷åñòâî áëîêîâ, ÷üÿ îñâåù¼ííîñòü èçìåíèëàñü,
â òî âðåìÿ êàê ïîëíûé ïåðåñ÷¼ò òðåáóåò 𝑂(𝑛) îïåðàöèé, ãäå 𝑛 � êîëè÷åñòâî áëîêîâ â
îáëàñòè.

6.6 Оптимизация вычислений освещения

Определение 6.7 (×àíêîâîå îñâåùåíèå). Îñâåù¼ííîñòü õðàíèòñÿ è âû÷èñëÿåòñÿ íà óðîâíå
÷àíêîâ. Äëÿ ÷àíêà 𝐶 îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ îñâåù¼ííîñòè ℒ𝐶 : {0, . . . , 15}3 → {0, . . . , 15},
àïïðîêñèìèðóþùàÿ îñâåùåíèå âíóòðè ÷àíêà.

Теорема 6.7 (Ñîãëàñîâàííîñòü ÷àíêîâîãî îñâåùåíèÿ). Åñëè äëÿ ñîñåäíèõ ÷àíêîâ 𝐶1 è 𝐶2

ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ îñâåù¼ííîñòè ñîâïàäàþò, òî ïîëíàÿ ôóíêöèÿ îñâåù¼ííîñòè ℒ áóäåò
íåïðåðûâíîé íà ãðàíèöå ÷àíêîâ.

Доказательство. Ïðè ãåíåðàöèè ÷àíêîâ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ îñâåùåíèÿ êîïèðóþòñÿ èç
ñîñåäíèõ ÷àíêîâ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñîãëàñîâàííîñòü. Ïðè èçìåíåíèè îñâåùåíèÿ ó ãðàíèö
îáíîâëÿþòñÿ îáà ñîñåäíèõ ÷àíêà.

Algorithm 5 Ëåíèâîå âû÷èñëåíèå îñâåùåíèÿ
Èíèöèàëèçèðîâàòü êýø îñâåùåíèÿ 𝐶𝑎𝑐ℎ𝑒[𝑟⃗] = null
function GetLight(𝑟⃗)

if 𝐶𝑎𝑐ℎ𝑒[𝑟⃗] = null then
Âû÷èñëèòü ℒ(𝑟⃗) ïî àëãîðèòìó 3
𝐶𝑎𝑐ℎ𝑒[𝑟⃗]← ℒ(𝑟⃗)

end ifreturn 𝐶𝑎𝑐ℎ𝑒[𝑟⃗]
end function
function InvalidateLight(𝑟⃗)

𝐶𝑎𝑐ℎ𝑒[𝑟⃗]← null
for ñîñåäåé 𝑟⃗′ áëîêà 𝑟⃗ do

if 𝐶𝑎𝑐ℎ𝑒[𝑟⃗′] çàâèñèò îò 𝑟⃗ then
InvalidateLight(𝑟⃗′)

end if
end for

end function

6.7 Влияние освещения на существ

Определение 6.8 (Óñëîâèå ñïàóíà âðàæäåáíûõ ìîáîâ). Âðàæäåáíûé ìîá ìîæåò çàñïàâ-
íèòüñÿ â òî÷êå 𝑟⃗, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝐿total(𝑟⃗) < 7,

𝐿sky(𝑟⃗) = 0 ∨ âðåìÿ ñóòîê ∈ Íî÷ü,
Áëîê ïîä íîãàìè ∈ Òâ¼ðäûå,
Âûñîòà𝑦 < 63 ∨ áèîì äîïóñêàåò ñïàóí.

Теорема 6.8 (Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü ñïàóíà). Âåðîÿòíîñòü ñïàóíà ìîáà òèïà 𝑀 â ïîäõî-
äÿùåé òî÷êå 𝑟⃗ çà òèê ðàâíà:

𝑃spawn(𝑀, 𝑟⃗) = 𝑝0(𝑀) ·
(︂
1− 𝐿total(𝑟⃗)

15

)︂
·𝑊moon ·𝑊difficulty,
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ãäå 𝑝0(𝑀) � áàçîâàÿ âåðîÿòíîñòü ñïàóíà, 𝑊moon � ìíîæèòåëü ôàçû ëóíû, 𝑊difficulty �
ìíîæèòåëü ñëîæíîñòè.

Доказательство. Ôîðìóëà ñëåäóåò èç àíàëèçà êîäà èãðû è ýìïèðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé.
Êîýôôèöèåíò

(︀
1− 𝐿total

15

)︀
îáåñïå÷èâàåò ëèíåéíîå óìåíüøåíèå âåðîÿòíîñòè ñïàóíà ñ ðîñòîì

îñâåù¼ííîñòè.

Теорема 6.9 (Îñâåùåíèå è ïîâåäåíèå ìîáîâ). Äëÿ êàæäîãî òèïà ìîáà 𝑀 îïðåäåëåíà
ôóíêöèÿ àãðåññèè 𝐴𝑀(𝐿, 𝑑), ãäå 𝐿 � óðîâåíü îñâåùåíèÿ, 𝑑 � ðàññòîÿíèå äî èãðîêà. Ìîá
àòàêóåò, åñëè 𝐴𝑀(𝐿, 𝑑) > 𝜃𝑀 , ãäå 𝜃𝑀 � ïîðîã àãðåññèè.

6.8 Естественное освещение и время суток

Определение 6.9 (Ôóíêöèÿ ñîëíå÷íîãî ñâåòà). Óðîâåíü åñòåñòâåííîãî ñâåòà â òî÷êå 𝑟⃗ =
(𝑥, 𝑦, 𝑧) â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡:

𝐿sky(𝑟⃗, 𝑡) = max(0, 15− 𝑦 + SunHeight(𝑡)−Obstruction(𝑟⃗)),

ãäå SunHeight(𝑡) � âûñîòà ñîëíöà â ìîìåíò 𝑡, Obstruction(𝑟⃗) � êîëè÷åñòâî íåïðîçðà÷íûõ
áëîêîâ íàä òî÷êîé 𝑟⃗.

Теорема 6.10 (Ïåðèîäè÷íîñòü åñòåñòâåííîãî îñâåùåíèÿ). Ôóíêöèÿ 𝐿sky(𝑟⃗, 𝑡) ïåðèîäè÷íà
ñ ïåðèîäîì 𝑇 = 24000 òèêîâ (20 ìèíóò ðåàëüíîãî âðåìåíè):

𝐿sky(𝑟⃗, 𝑡+ 24000) = 𝐿sky(𝑟⃗, 𝑡).

Доказательство. Ýòî ñëåäóåò èç öèêëè÷íîñòè èãðîâûõ ñóòîê è ïîñòîÿíñòâà àëãîðèòìà
ðàñ÷¼òà âûñîòû ñîëíöà.

Определение 6.10 (Ëóííûå ôàçû). Â Minecraft ñóùåñòâóåò 8 ëóííûõ ôàç, âëèÿþùèõ íà
ñïàóí ìîáîâ. Ôàçà 𝜑 ∈ {0, 1, . . . , 7} èçìåíÿåòñÿ êàæäûå 24000 òèêîâ.

Теорема 6.11 (Âëèÿíèå ëóíû íà ñïàóí). Ìíîæèòåëü ñïàóíà îò ôàçû ëóíû:

𝑊moon(𝜑) = 1 + 0.25 · 𝜑
7
.

Задачи для отработки

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî èñòî÷íèêà ñâåòà ñ óðîâíåì 𝐿0 ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå,
íà êîòîðîå ìîæåò ðàñïðîñòðàíèòüñÿ ñâåò, ðàâíî 𝐿0 áëîêîâ â âàêóóìå (𝜏 = 1).

2. Ðàññ÷èòàéòå èòîãîâûé óðîâåíü ñâåòà ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç 3 áëîêà âîäû (𝜏 = 0.8)
è 2 áëîêà ëüäà (𝜏 = 0.95), åñëè íà÷àëüíûé óðîâåíü ðàâåí 15.

3. Ïîñòðîéòå ãðàô çàâèñèìîñòåé îñâåùåíèÿ äëÿ îáëàñòè 3Ö3Ö3 áëîêà ñ èñòî÷íèêîì â
öåíòðå. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îáíîâëåíèé ïðè èçìåíåíèè áëîêà â óãëó
îáëàñòè.

4. Äîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå ñïàóíà ìîáîâ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî çàìåíû äíÿ íà íî÷ü
ïðè ó÷¼òå åñòåñòâåííîãî îñâåùåíèÿ.

5. Ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì ïðåäâàðèòåëüíîé ðàñ÷¼ò îñâåùåíèÿ äëÿ ÷àíêà ðàçìåðîì 16Ö16Ö16,
ìèíèìèçèðóþùèé îáú¼ì õðàíèìûõ äàííûõ.
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7 Функциональные блоки и устройства

Определение 7.1 (Ôóíêöèîíàëüíûé áëîê). Ôóíêöèîíàëüíûé áëîê � ýòî êîðòåæ 𝐵 =
(𝑆, 𝐼, 𝑂, 𝛿, 𝜆, 𝑠0), ãäå:

� 𝑆 � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ ñîñòîÿíèé,

� 𝐼 � ìíîæåñòâî âõîäíûõ ñèãíàëîâ,

� 𝑂 � ìíîæåñòâî âûõîäíûõ ñèãíàëîâ,

� 𝛿 : 𝑆 × 𝐼 → 𝑆 � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ,

� 𝜆 : 𝑆 × 𝐼 → 𝑂 � ôóíêöèÿ âûõîäîâ,

� 𝑠0 ∈ 𝑆 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.

7.1 Верстак

Âåðñòàê ðåàëèçóåò îïåðàöèþ êðàôòà � îòîáðàæåíèå ìàòðèöû ïðåäìåòîâ 3Ö3 â ðåçóëüòè-
ðóþùèé ïðåäìåò.

Определение 7.2 (Ôóíêöèÿ êðàôòà). Ôóíêöèÿ êðàôòà 𝑓craft : 𝐴
3×3 → 𝐵 ∪ {∅} ñòàâèò â

ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöå ïðåäìåòîâ 𝑀 ∈ 𝐴3×3 ëèáî ïðåäìåò 𝑏 ∈ 𝐵, ëèáî ïóñòîé ðåçóëüòàò ∅
(íåäîïóñòèìûé ðåöåïò), ãäå 𝐴 � ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäìåòîâ, âêëþ÷àÿ ïóñòîé ñëîò.

Теорема 7.1 (Îãðàíè÷åííàÿ ñèììåòðèÿ shaped-ðåöåïòîâ). Äëÿ êàæäîãî çàäàííîãî shaped -
ðåöåïòà â Minecraft ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ øàáëîíîâ 𝒫(𝑀), ïîëó÷à-
åìûõ èç èñõîäíîãî øàáëîíà 𝑀 ñ ïîìîùüþ:

� óäàëåíèÿ ïîëíîñòüþ ïóñòûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ïî êðàÿì;

� (äëÿ ÷àñòè ðåöåïòîâ) çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëè.

Òîãäà ôóíêöèÿ êðàôòà óäîâëåòâîðÿåò

𝑓craft(𝑀
′) = 𝑓craft(𝑀) äëÿ âñåõ 𝑀 ′ ∈ 𝒫(𝑀),

íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ íà 90∘ è 270∘.

Доказательство. Â ðåàëèçàöèè èãðû shaped-ðåöåïòû îïèñûâàþòñÿ ÷åðåç ôèêñèðîâàííûé
øàáëîí â ñåòêå, à òàêæå ôëàã äîïóñêà çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëè. Ïîâîðî-
òû íà 90∘ è 270∘ íå ïðèìåíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ïðè ïðîâåðêå ðåöåïòà âõîäíàÿ ìàòðèöà
ñðàâíèâàåòñÿ ñî âñåìè äîïóñòèìûìè øàáëîíàìè èç 𝒫(𝑀) (ó÷èòûâàÿ âîçìîæíûé ñäâèã è
îòðàæåíèå, åñëè îíî ðàçðåøåíî), ïîýòîìó 𝑓craft ïîñòîÿííà íà 𝒫(𝑀) è, êàê ïðàâèëî, ðàç-
ëè÷íà íà ïîâ¼ðíóòûõ êîíôèãóðàöèÿõ.

Определение 7.3 (Ñèììåòðè÷íûé ðåöåïò). Ðåöåïò𝑀 íàçûâàåòñÿ симметричным, åñëè
𝑅𝑘(𝑀) = 𝑀 äëÿ âñåõ 𝑘.

Теорема 7.2 (Êîëè÷åñòâî óíèêàëüíûõ ðåöåïòîâ). Êîëè÷åñòâî óíèêàëüíûõ ðåöåïòîâ êðàô-
òà (ñ ó÷¼òîì ïîâîðîòîâ) îöåíèâàåòñÿ êàê:

𝑁unique =
1

4

∑︁
𝑀∈ℳ

1

|𝑆𝑡𝑎𝑏(𝑀)|
,

ãäå ℳ � ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ìàòðèö 3Ö3, 𝑆𝑡𝑎𝑏(𝑀) = {𝑅𝑘 : 𝑅𝑘(𝑀) = 𝑀} �
ñòàáèëèçàòîð ðåöåïòà.
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7.2 Печи

Ïå÷è ðåàëèçóþò ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäìåòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì òîïëèâà. Ñîñòîÿíèå ïå÷è
ìîæíî îïèñàòü òðåìÿ îñíîâíûìè ñ÷¼ò÷èêàìè: ïðîãðåññ âàðêè 𝑐𝑜𝑜𝑘𝑇 𝑖𝑚𝑒, òðåáóåìîå âðåìÿ
íà ïëàâêó îäíîãî ïðåäìåòà 𝑐𝑜𝑜𝑘𝑇 𝑖𝑚𝑒𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 è îñòàâøååñÿ âðåìÿ ãîðåíèÿ òîïëèâà 𝑏𝑢𝑟𝑛𝑇 𝑖𝑚𝑒.

Определение 7.4 (Äèíàìèêà ïå÷è). Â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè Minecraft íà êàæäîì òèêå
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå øàãè:

� åñëè â òîïëèâíîì ñëîòå åñòü ïîäõîäÿùåå òîïëèâî è ïå÷ü íå ãîðèò, â ïåðåìåííóþ
𝑏𝑢𝑟𝑛𝑇 𝑖𝑚𝑒 çàãðóæàåòñÿ ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå, çàâèñÿùåå îò òèïà òîïëèâà (íàïðè-
ìåð, äëÿ óãëÿ 𝑏𝑢𝑟𝑛𝑇 𝑖𝑚𝑒coal = 1600 òèêîâ);

� åñëè 𝑏𝑢𝑟𝑛𝑇 𝑖𝑚𝑒 > 0 è âî âõîäíîì ñëîòå åñòü ïîäõîäÿùèé ïðåäìåò, ñ÷¼ò÷èê 𝑐𝑜𝑜𝑘𝑇 𝑖𝑚𝑒
óâåëè÷èâàåòñÿ, à 𝑏𝑢𝑟𝑛𝑇 𝑖𝑚𝑒 óáûâàåò;

� êîãäà 𝑐𝑜𝑜𝑘𝑇 𝑖𝑚𝑒 äîñòèãàåò 𝑐𝑜𝑜𝑘𝑇 𝑖𝑚𝑒𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 (ïî óìîë÷àíèþ 𝑐𝑜𝑜𝑘𝑇 𝑖𝑚𝑒𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 = 200 òèêîâ
íà îäèí ïðåäìåò), âõîäíîé ïðåäìåò ïîòðåáëÿåòñÿ, à â âûõîäíîé ñëîò äîáàâëÿåòñÿ
ðåçóëüòàò ïëàâêè, ïîñëå ÷åãî 𝑐𝑜𝑜𝑘𝑇 𝑖𝑚𝑒 îáíóëÿåòñÿ.

Ôîðìàëüíî, ìîæíî çàïèñàòü äèñêðåòíóþ äèíàìèêó:

𝑐𝑜𝑜𝑘𝑇 𝑖𝑚𝑒𝑡+1 =

{︃
min(𝑐𝑜𝑜𝑘𝑇 𝑖𝑚𝑒𝑡 + 1, 𝑐𝑜𝑜𝑘𝑇 𝑖𝑚𝑒𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙), åñëè 𝑏𝑢𝑟𝑛𝑇 𝑖𝑚𝑒𝑡 > 0 è åñòü âõîäíîé ïðåäìåò,

max(0, 𝑐𝑜𝑜𝑘𝑇 𝑖𝑚𝑒𝑡 − 𝛿cool), èíà÷å,

𝑏𝑢𝑟𝑛𝑇 𝑖𝑚𝑒𝑡+1 =

{︃
𝑏𝑢𝑟𝑛𝑇 𝑖𝑚𝑒𝑡 − 1, åñëè 𝑏𝑢𝑟𝑛𝑇 𝑖𝑚𝑒𝑡 > 0 è åñòü âõîäíîé ïðåäìåò,

𝑏𝑢𝑟𝑛𝑇 𝑖𝑚𝑒𝑡, èíà÷å.

Теорема 7.3 (Óñëîâèå íåïðåðûâíîé ðàáîòû äëÿ 𝑁 ïðåäìåòîâ). Ïóñòü 𝑏𝑢𝑟𝑛𝑇 𝑖𝑚𝑒fuel �
âðåìÿ ãîðåíèÿ îäíîé åäèíèöû òîïëèâà (â òèêàõ), à 𝑐𝑜𝑜𝑘𝑇 𝑖𝑚𝑒𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 � âðåìÿ ïëàâêè îäíîãî
ïðåäìåòà. Òîãäà äëÿ íåïðåðûâíîé ïåðåïëàâêè 𝑁 ïðåäìåòîâ äîñòàòî÷íî çàïàñà òîïëèâà,
óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó

𝑁 · 𝑐𝑜𝑜𝑘𝑇 𝑖𝑚𝑒𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 ≤ 𝐾 · 𝑏𝑢𝑟𝑛𝑇 𝑖𝑚𝑒fuel,

ãäå 𝐾 � êîëè÷åñòâî åäèíèö âûáðàííîãî òîïëèâà â òîïëèâíîì ñëîòå (ñ ó÷¼òîì ïîäçàãðóçêè
ïî ìåðå ñãîðàíèÿ).

7.3 Хранилища и их комбинаторика

Õðàíèëèùà (ñóíäóêè, áî÷êè, øàëêåð-áîêñû) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíòåéíåðû ñ ôèêñèðî-
âàííûì êîëè÷åñòâîì ñëîòîâ.

Определение 7.5 (Ñîñòîÿíèå õðàíèëèùà). Ñîñòîÿíèå õðàíèëèùà ñ 𝑛 ñëîòàìè îïèñûâà-
åòñÿ âåêòîðîì:

𝐶⃗ = (𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑛), 𝑠𝑖 ∈ 𝐴× N×𝐷,

ãäå 𝐴 � òèï ïðåäìåòà, N � êîëè÷åñòâî (îò 1 äî 𝑚𝑎𝑥𝑆𝑡𝑎𝑐𝑘), 𝐷 � äàííûå ïðåäìåòà (ïðî÷-
íîñòü, NBT-òåãè).

Теорема 7.4 (Êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé õðàíèëèùà). Êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ
ñîñòîÿíèé õðàíèëèùà ñ 𝑛 ñëîòàìè îãðàíè÷åíî ñâåðõó:

|𝒞𝑛| ≤

(︃∑︁
𝑎∈𝐴

(𝐷max(𝑎) · 2𝑁tag) ·𝑚𝑎𝑥𝑆𝑡𝑎𝑐𝑘(𝑎)

)︃𝑛

,

ãäå 𝐷max(𝑎) � ìàêñèìàëüíàÿ ïðî÷íîñòü ïðåäìåòà 𝑎, 𝑁tag � êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ NBT-
òåãîâ.
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Определение 7.6 (�ìêîñòü õðàíèëèùà). �ìêîñòü õðàíèëèùà 𝐶𝑎𝑝(𝒞) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñòàíäàðòíûõ ïðåäìåòîâ (ñî ñòåêîì 64), êîòîðûå ìîæíî â í¼ì
ðàçìåñòèòü:

𝐶𝑎𝑝(𝒞) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚𝑎𝑥𝑆𝑡𝑎𝑐𝑘(òèï ñëîòà 𝑖).

7.4 Эндер-сундук: нелокальная связанность

Ýíäåð-ñóíäóêè äåìîíñòðèðóþò ñâîéñòâî íåëîêàëüíîé ñâÿçè, àíàëîãè÷íîå êâàíòîâîé çàïó-
òàííîñòè â óïðîù¼ííîé ôîðìå.

Определение 7.7 (Ãëîáàëüíîå ñîñòîÿíèå ýíäåð-õðàíèëèùà). Äëÿ êàæäîãî èãðîêà 𝑃 îïðå-
äåëåíî ãëîáàëüíîå ñîñòîÿíèå ýíäåð-õðàíèëèùà ℰ𝑃 , êîòîðîå îäèíàêîâî äëÿ âñåõ ýêçåìïëÿ-
ðîâ ýíäåð-ñóíäóêîâ, îòêðûâàåìûõ ýòèì èãðîêîì:

∀𝑖, 𝑗 : ℰ (𝑖)𝑃 = ℰ (𝑗)𝑃 .

Теорема 7.5 (Ñèíõðîíèçàöèÿ ñîñòîÿíèÿ ýíäåð-ñóíäóêîâ). Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî èãðîêà
𝑃 âñå ýêçåìïëÿðû ýíäåð-ñóíäóêîâ, îòêðûâàåìûå ýòèì èãðîêîì, ÷èòàþò è ìîäèôèöèðóþò
îäíî è òî æå ãëîáàëüíîå ñîñòîÿíèå ℰ𝑃 , õðàíèìîå íà ñòîðîíå ñåðâåðà. Òàêèì îáðàçîì, èçìå-
íåíèå ñîäåðæèìîãî ÷åðåç îäèí ñóíäóê ñòàíîâèòñÿ âèäèìûì âî âñåõ îñòàëüíûõ ñóíäóêàõ
èãðîêà ïîñëå îáðàáîòêè ñîîòâåòñòâóþùåãî òèêà ñåðâåðîì.

Доказательство. Â êîäå èãðû ýíäåð-õðàíèëèùå ïðèâÿçàíî ê UUID èãðîêà è õðàíèòñÿ
ãëîáàëüíî. Ëþáîå èçìåíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â ýòî ãëîáàëüíîå õðàíèëèùå, à ïðè îòêðûòèè
ëþáîãî ýíäåð-ñóíäóêà çàãðóæàåòñÿ àêòóàëüíîå ñîñòîÿíèå.

7.5 Воронки и графы передачи предметов

Âîðîíêè (hopper) îáðàçóþò îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû ïåðåäà÷è ïðåäìåòîâ.

Определение 7.8 (Ãðàô âîðîíîê). Ãðàô âîðîíîê 𝐺 = (𝑉,𝐸), ãäå 𝑉 � ìíîæåñòâî âîðîíîê
è êîíòåéíåðîâ, 𝐸 ⊆ 𝑉 × 𝑉 � íàïðàâëåííûå ð¼áðà, óêàçûâàþùèå íàïðàâëåíèå ïåðåäà÷è
ïðåäìåòîâ.

Замечание (Öèêëû â ãðàôå âîðîíîê). Â ïðàâèëüíî ñïðîåêòèðîâàííîé ñîðòèðîâî÷íîé ñè-
ñòåìå ãðàô âîðîíîê äîëæåí áûòü àöèêëè÷åñêèì, ÷òîáû èçáåæàòü áåñêîíå÷íîé öèðêóëÿöèè
ïðåäìåòîâ. Îäíàêî òåõíè÷åñêè öèêëû âîçìîæíû è èíîãäà èñïîëüçóþòñÿ â ñïåöèàëüíûõ
óñòðîéñòâàõ (íàïðèìåð, äëÿ ñîçäàíèÿ çàìêíóòûõ ñèñòåì òðàíñïîðòèðîâêè).

Algorithm 6 Ïåðåìåùåíèå ïðåäìåòîâ â àáñòðàêòíîì ãðàôå âîðîíîê
function TransferItems(𝐺, 𝑡) ◁ îáðàáîòêà íà òèêå 𝑡

Âûáðàòü íåêîòîðûé äåòåðìèíèðîâàííûé ïîðÿäîê îáõîäà âåðøèí 𝑉 (íàïðèìåð, ïî
êîîðäèíàòàì èëè èíäåêñó ÷àíêà)

for all 𝑣 ∈ 𝑉 â âûáðàííîì ïîðÿäêå do
if 𝑣 � âîðîíêà è íå çàáëîêèðîâàíà ðåäñòîóíîì then

Ïîïûòàòüñÿ çàáðàòü ïðåäìåò ñâåðõó (èç êîíòåéíåðà èëè ìèðà)
Ïîïûòàòüñÿ ïåðåäàòü ïðåäìåò â öåëåâîé êîíòåéíåð 𝑣.target

end if
end for

end function
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7.6 Зельеварка

Çåëüåâàðêà (brewing stand) ðåàëèçóåò êîíå÷íûé àâòîìàò ñ ñîñòîÿíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè ýòàïàì âàðêè çåëèé.

Определение 7.9 (Ñîñòîÿíèå çåëüåâàðêè). Ñîñòîÿíèå çåëüåâàðêè 𝑠 ∈ {Idle,Heating,Brewing,Complete}×
N× 𝒫3, ãäå N � îñòàâøååñÿ âðåìÿ âàðêè, 𝒫3 � òðè ñëîòà äëÿ çåëèé.

Теорема 7.6 (Äëèòåëüíîñòü âàðêè). Äëèòåëüíîñòü âàðêè îäíîãî èíãðåäèåíòà ñîñòàâëÿåò
𝑇brew = 40 òèêîâ (2 ñåêóíäû) è íå çàâèñèò îò òèïà èíãðåäèåíòà.

Определение 7.10 (Ôóíêöèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ çåëüÿ). Äîáàâëåíèå èíãðåäèåíòà 𝑖 ê çåëüþ
𝑝 îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé 𝑓brew(𝑝, 𝑖) = 𝑝′, ãäå 𝑝′ � íîâîå çåëüå ñ îáíîâë¼ííûìè ýôôåêòàìè.

7.7 Музыкальные блоки

Определение 7.11 (Ìóçûêàëüíûé áëîê). Музыкальный блок (Note Block) � ôóíêöè-
îíàëüíûé áëîê, êîòîðûé ïðè àêòèâàöèè ñèãíàëîì ðåäñòîóíà âîñïðîèçâîäèò ìóçûêàëüíûé
çâóê (íîòó). Âûñîòà òîíà íàñòðàèâàåòñÿ ùåë÷êîì ïðàâîé êíîïêè ìûøè ïî áëîêó: êàæäûé
ùåë÷îê ïîâûøàåò íîòó íà ïîëóòîí, âñåãî äîñòóïíî 25 çíà÷åíèé (𝑛 = 0, 1, . . . , 24, ãäå 𝑛 = 0
� ñàìûé íèçêèé òîí). Òåìáð (èíñòðóìåíò) îïðåäåëÿåòñÿ áëîêîì, íà êîòîðîì óñòàíîâëåí
ìóçûêàëüíûé áëîê.

Определение 7.12 (Èíñòðóìåíòû è áàçîâûå ÷àñòîòû). Òèï èíñòðóìåíòà çàâèñèò îò ìà-
òåðèàëà áëîêà ïîä ìóçûêàëüíûì áëîêîì. Íåêîòîðûå ñîîòâåòñòâèÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 6.
Áàçîâàÿ ÷àñòîòà 𝑓0 ñîîòâåòñòâóåò íîòå ïðè 𝑛 = 0 è çàâèñèò îò èíñòðóìåíòà.

Материал под блоком Инструмент Базовая частота 𝑓0, Гц (приблизительно)
Äåðåâî (ëþáîå) Êîíòðàáàñ (Bass) 48.999

Êàìåíü (âêëþ÷àÿ ðóäû) Ìàëûé áàðàáàí (Snare)
Ïåñîê/ãðàâèé Áàðàáàí (Drums)

Ñòåêëî/ïðîâîäÿùèå êàìíè Òàðåëêè (Cymbals)
Çîëîòîé áëîê Êîëîêîëü÷èê (Bell)
Ãëèíà/áëîê ìõà Ôëåéòà (Flute)

Ë¼ä/àëìàçíûé áëîê Êîëîêîë (Chime)
Øåðñòü Ãèòàðà (Guitar)

Êîñòíûé áëîê Êñèëîôîí (Xylophone)
Æåëåçíûé áëîê Æåëåçíûé êñèëîôîí (Iron Xylophone)
Äóøà-ïåñîê Òðóáà (Trumpet)

Òûêâà Ãóáíàÿ ãàðìîøêà (Didgeridoo)
Èçóìðóäíûé áëîê Êðèñòàëë (Crystal)

Ñòîã ñåíà Ýëåêòðîãèòàðà (Cow Bell)
Ñâåòîêàìåíü Áèò (Digetic)

Òàáëèöà 6: Ñîîòâåòñòâèå áëîêîâ èíñòðóìåíòàì ìóçûêàëüíîãî áëîêà (Java Edition). Äëÿ
óäàðíûõ èíñòðóìåíòîâ ïîíÿòèå ÷àñòîòû çàìåíÿåòñÿ òåìáðîì.

Теорема 7.7 (×àñòîòà íîòû). ×àñòîòà çâóêà, èçäàâàåìîãî ìóçûêàëüíûì áëîêîì ñ íà-
ñòðîéêîé 𝑛 è èíñòðóìåíòîì, èìåþùèì áàçîâóþ ÷àñòîòó 𝑓0, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ðàâ-
íîìåðíî òåìïåðèðîâàííîãî ñòðîÿ:

𝑓(𝑛) = 𝑓0 · 2𝑛/12, 𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 24}.

Äëÿ áîëüøèíñòâà èíñòðóìåíòîâ 𝑓0 ñîîòâåòñòâóåò íîòå F#3 (ôà-äèåç ìàëîé îêòàâû) ïðè
𝑛 = 0.
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Теорема 7.8 (Äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ìåëîäèè). Ïóñòü ìóçûêàëüíûå áëîêè àêòèâèðó-
þòñÿ â ìîìåíòû âðåìåíè 𝑡𝑖 = 𝑖 · ∆𝑡, ãäå ∆𝑡 � ïåðèîä òàêòîâîãî ñèãíàëà (â òèêàõ). Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü èçäàâàåìûõ ÷àñòîò {𝑓𝑖} ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèñêðåòíûé ñèãíàë
𝑥[𝑘] = 𝑓𝑘. Ïðèìåíèâ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÄÏÔ) ê ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ìîæíî âûäåëèòü å¼ ãàðìîíè÷åñêèé ñîñòàâ:

𝑋[𝑚] =
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑥[𝑘]𝑒−2𝜋𝑖𝑚𝑘
𝑁 , 𝑚 = 0, . . . , 𝑁 − 1.

Ýòî ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü ìåëîäèþ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ ïàòòåðíîâ è îñíîâ-
íûõ òîíîâ.

Пример (Ïîñòðîåíèå ïðîñòîé ìåëîäèè). Äëÿ âîñïðîèçâåäåíèÿ ìåëîäèè èç ÷åòûð¼õ íîò
(íàïðèìåð, äî, ðå, ìè, ôà) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÷åòûðå ìóçûêàëüíûõ áëîêà, íàñòðîåííûõ
íà ñîîòâåòñòâóþùèå âûñîòû (𝑛 = 0, 2, 4, 5 îòíîñèòåëüíî áàçîâîãî äî). Ïîäàâàÿ íà íèõ ñèã-
íàëû ðåäñòîóíà â íóæíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ òàéìåðà è ñäâèãîâîãî ðåãèñòðà,
ïîëó÷àåì ïðîèãðûâàíèå ìåëîäèè.

Задачи для отработки

1. Îïðåäåëèòå ÷àñòîòó íîòû ìóçûêàëüíîãî áëîêà, óñòàíîâëåííîãî íà äåðåâÿííûé áëîê,
ñ íàñòðîéêîé 𝑛 = 7, åñëè áàçîâàÿ ÷àñòîòà 𝑓0 = 49Ãö.

2. Ñêîëüêî ïîëóòîíîâ ìåæäó íîòàìè ñ ÷àñòîòàìè 220Ãö è 440Ãö? Êàêóþ íàñòðîéêó 𝑛
íàäî óñòàíîâèòü, ÷òîáû ïîäíÿòü òîí íà ýòîò èíòåðâàë?

3. Ïîñòðîéòå ñïåêòð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîò {262Ãö, 294Ãö, 330Ãö, 349Ãö} ñ ïîìî-
ùüþ ÄÏÔ (àíàëèòè÷åñêè èëè ïðîãðàììíî).

4. Ïðåäëîæèòå ñõåìó íà ðåäñòîóíå, êîòîðàÿ ïðîèãðûâàåò ãàììó äî-ìàæîð ââåðõ è âíèç
ñ òåìïîì 120 óäàðîâ â ìèíóòó.

7.8 Раздатчик и выбрасыватель

Определение 7.13 (Ðàçäàò÷èê). Раздатчик (Dispenser) � ôóíêöèîíàëüíûé áëîê, êîòî-
ðûé ïðè àêòèâàöèè ñèãíàëîì ðåäñòîóíà âûáèðàåò îäèí ñëó÷àéíûé íåïóñòîé ñëîò èç ñâîåãî
èíâåíòàðÿ (9 ñëîòîâ) è âûïîëíÿåò äåéñòâèå, ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó ïðåäìåòà â ýòîì ñëîòå
(íàïðèìåð, ñòðåëÿåò ñòðåëîé, èñïîëüçóåò âåäðî, íàäåâàåò áðîíþ íà èãðîêà è ò.ä.). Êîëè÷å-
ñòâî ïðåäìåòîâ â âûáðàííîì ñëîòå óìåíüøàåòñÿ íà 1.

Определение 7.14 (Âûáðàñûâàòåëü). Выбрасыватель (Dropper) � ôóíêöèîíàëüíûé
áëîê, àíàëîãè÷íûé ðàçäàò÷èêó ïî ìåõàíèêå âûáîðà ñëîòà, íî âìåñòî èñïîëüçîâàíèÿ ïðåä-
ìåòà îí ïðîñòî âûáðàñûâàåò åãî êàê ñóùíîñòü â íàïðàâëåíèè ñâîåé ëèöåâîé ñòîðîíû. Åñëè
ïåðåä âûáðàñûâàòåëåì íàõîäèòñÿ êîíòåéíåð (ñóíäóê, âîðîíêà è ò.ï.), ïðåäìåò ïåðåìåùà-
åòñÿ â ýòîò êîíòåéíåð.

7.8.1 Механика выбора слота

Теорема 7.9 (Âåðîÿòíîñòü âûáîðà ñëîòà). Ïóñòü â ìîìåíò àêòèâàöèè ðàçäàò÷èêà/âûáðàñûâàòåëÿ
èìååòñÿ 𝑘 íåïóñòûõ ñëîòîâ. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò âûáðàí êîíêðåòíûé íåïó-
ñòîé ñëîò 𝑖, ðàâíà:

𝑃 (âûáîð ñëîòà 𝑖) =
1

𝑘
.

Âûáîð ïðîèñõîäèò ðàâíîìåðíî ñðåäè âñåõ íåïóñòûõ ñëîòîâ, íåçàâèñèìî îò êîëè÷åñòâà
ïðåäìåòîâ â íèõ.
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Доказательство. Ìåõàíèêà çàëîæåíà â èñõîäíîì êîäå èãðû: ïðè ñðàáàòûâàíèè ñîñòàâëÿ-
åòñÿ ñïèñîê èíäåêñîâ ñëîòîâ, â êîòîðûõ êîëè÷åñòâî ïðåäìåòîâ áîëüøå 0, è èç ýòîãî ñïèñêà
ðàâíîâåðîÿòíî âûáèðàåòñÿ îäèí ýëåìåíò.

Теорема 7.10 (Âåðîÿòíîñòü âûáðîñà ïðåäìåòà äàííîãî òèïà). Ïóñòü òèï ïðåäìåòà 𝑇 çà-
íèìàåò 𝑚 íåïóñòûõ ñëîòîâ (â êàæäîì ñëîòå ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî ïðåäìåòû òèïà 𝑇 ).
Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè î÷åðåäíîé àêòèâàöèè áóäåò âûáðîøåí ïðåäìåò òèïà 𝑇 ,
ðàâíà:

𝑃𝑇 =
𝑚

𝑘
,

ãäå 𝑘 � îáùåå êîëè÷åñòâî íåïóñòûõ ñëîòîâ â äàííûé ìîìåíò.

Доказательство. Ïðåäìåò òèïà 𝑇 âûáðàñûâàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûáðàí
îäèí èç 𝑚 ñëîòîâ, ñîäåðæàùèõ ýòîò òèï. Ïîñêîëüêó âûáîð ñëîòà ðàâíîâåðîÿòåí, ïîëó÷àåì
óêàçàííóþ âåðîÿòíîñòü.

Замечание. Â îòëè÷èå îò îøèáî÷íîãî óòâåðæäåíèÿ 𝑃𝑖 =
𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑖∑︀
𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑗

, ðåàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü
íå çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ïðåäìåòîâ â ñëîòå, à òîëüêî îò íàëè÷èÿ õîòÿ áû îäíîãî ïðåäìåòà.
Ýòî âàæíî äëÿ òî÷íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì ñ àâòîìàòè÷åñêîé ñîðòèðîâêîé è ñòðåëüáîé.

7.8.2 Специфические действия раздатчика

Â çàâèñèìîñòè îò ïðåäìåòà ðàçäàò÷èê âûïîëíÿåò ðàçëè÷íûå äåéñòâèÿ. Îñíîâíûå ñëó÷àè
ïðèâåäåíû â òàáëèöå 7.

Предмет Действие Особенности
Ñòðåëû, ÿäîâèòûå ñòðåëû, ñòðåëû ñ ýôôåêòàìè Âûñòðåë â íàïðàâëåíèè ëèöåâîé ñòîðîíû Ëåòÿò ïî áàëëèñòè÷åñêîé òðàåêòîðèè

Âåäðî âîäû / ëàâû Ðàçìåùåíèå æèäêîñòè ïåðåä ðàçäàò÷èêîì Âåäðî ñòàíîâèòñÿ ïóñòûì
Ïóñòîå âåäðî Çàáîð æèäêîñòè (âîäà, ëàâà) ïåðåä ðàçäàò÷èêîì Âåäðî íàïîëíÿåòñÿ, æèäêîñòü èñ÷åçàåò

Îãíèâî Ïîäæèãàíèå áëîêà ïåðåä ðàçäàò÷èêîì (íà 1 áëîê) Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/3 îãíèâî íå òðàòèòñÿ
Íîæíèöû Ñòðèæêà îâöû ïåðåä ðàçäàò÷èêîì Âûïàäàåò øåðñòü, îâöà ñòàíîâèòñÿ ãîëîé

Íàãðóäíèê, øëåì, ïîíîæè, áîòèíêè Íàäåâàíèå íà èãðîêà èëè ìîáà â ïðåäåëàõ 1 áëîêà Ïðåäìåò èñ÷åçàåò èç ðàçäàò÷èêà
Òûêâà, ãîëîâà Íàäåâàíèå íà èãðîêà èëè ìîáà �

ßéöî, ñíåæîê, æåì÷óã Ýíäåðà, çåëüå Áðîñîê (êàê ïðåäìåò) Ñðàáàòûâàåò ýôôåêò ïðè ïîïàäàíèè
Êîñòíàÿ ìóêà Óäîáðåíèå ðàñòåíèÿ ïåðåä ðàçäàò÷èêîì Òðàòèòñÿ, åñëè ðàñòåíèå ìîæåò áûòü óäîáðåíî

Çà÷àðîâàííàÿ êíèãà, èíñòðóìåíò, îðóæèå Âûáðàñûâàåòñÿ êàê ïðåäìåò (áåç èñïîëüçîâàíèÿ) �

Òàáëèöà 7: Îñíîâíûå äåéñòâèÿ ðàçäàò÷èêà â çàâèñèìîñòè îò ïðåäìåòà.

7.8.3 Динамика опустошения

Определение 7.15 (Ïðîöåññ îïóñòîøåíèÿ). Ðàññìîòðèì ðàçäàò÷èê èëè âûáðàñûâàòåëü
ñ íà÷àëüíûì íàáîðîì ïðåäìåòîâ. Êàæäàÿ àêòèâàöèÿ óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî ïðåäìåòîâ
â âûáðàííîì ñëîòå íà 1. Åñëè ñëîò ñòàíîâèòñÿ ïóñòûì, îáùåå ÷èñëî íåïóñòûõ ñëîòîâ 𝑘
óìåíüøàåòñÿ íà 1. Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà âñå ñëîòû íå ñòàíóò ïóñòûìè.

Теорема 7.11 (Ñðåäíåå âðåìÿ îïóñòîøåíèÿ). Ïóñòü èìååòñÿ 𝑘 íåïóñòûõ ñëîòîâ, â êàæäîì
èç êîòîðûõ ëåæèò 𝑎𝑖 ïðåäìåòîâ (𝑖 = 1, . . . , 𝑘). Îáîçíà÷èì 𝐴 =

∑︀𝑘
𝑖=1 𝑎𝑖 � îáùåå êîëè÷åñòâî

ïðåäìåòîâ. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà àêòèâàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëíîãî
îïóñòîøåíèÿ âñåõ ñëîòîâ, ðàâíî:

E[𝑇 ] =
𝐴∑︁

𝑗=1

1

𝑝𝑗
,

ãäå 𝑝𝑗 � âåðîÿòíîñòü âûáîðà íåïóñòîãî ñëîòà íà 𝑗-ì øàãå (çàâèñèò îò òåêóùåãî êîëè÷å-
ñòâà íåïóñòûõ ñëîòîâ). Â ñèëó ðàâíîìåðíîñòè âûáîðà, ýòà âåëè÷èíà ñîâïàäàåò ñ ñóììîé
ãàðìîíè÷åñêèõ ÷èñåë:

E[𝑇 ] =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖∑︁
𝑡=1

𝑘 − 𝑟𝑖,𝑡−1 + 1

1
?
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Áîëåå óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñïûòàíèé, â êîòîðîé íà
êàæäîì øàãå âåðîÿòíîñòü îïóñòîøèòü êîíêðåòíûé ñëîò ðàâíà îáðàòíîìó ÷èñëó íåïóñòûõ
ñëîòîâ. Òî÷íàÿ ôîðìóëà ñëîæíà, íî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ìîäåëèðîâàíèåì.

Пример (Âåðîÿòíîñòíûé ðàñ÷¼ò). Â ðàçäàò÷èêå íàõîäÿòñÿ 1 ñòðåëà â ñëîòå 1 è 64 ñòðåëû
â ñëîòå 2. Âåðîÿòíîñòü âûñòðåëà ñòðåëîé èç ïåðâîãî ñëîòà â ïåðâîì òèêå ðàâíà 1/2, èç âòî-
ðîãî � òîæå 1/2. Ïîñëå âûñòðåëà èç ïåðâîãî ñëîòà îí ñòàíîâèòñÿ ïóñòûì, è äàëåå áóäóò
âûáèðàòüñÿ òîëüêî ñòðåëû èç âòîðîãî ñëîòà. Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî âûñòðåëîâ äî îïóñòîøå-
íèÿ ñëîòà 2 ðàâíî 64 (òàê êàê âñåãäà âûáèðàåòñÿ îí îäèí), à îáùåå ñðåäíåå ÷èñëî àêòèâàöèé
äî ïîëíîãî îïóñòîøåíèÿ ðàâíî 1 + 64 = 65, ÷òî áîëüøå, ÷åì åñëè áû âûáîð çàâèñåë îò êî-
ëè÷åñòâà ïðåäìåòîâ (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñðåäíåå áûëî áû 1/65 ·1+64/65 ·64 ≈ 63). Òàêèì
îáðàçîì, ðàâíîìåðíûé âûáîð ñëîòà çàìåäëÿåò îïóñòîøåíèå ñëîòîâ ñ ìàëûì êîëè÷åñòâîì
ïðåäìåòîâ.

Задачи для отработки

1. Â ðàçäàò÷èêå 3 íåïóñòûõ ñëîòà: â ïåðâîì � 10 ñòðåë, âî âòîðîì � 5 ñòðåë, â òðåòüåì
� 1 âåäðî âîäû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòè âûñòðåëà ñòðåëîé è ðàçìåùåíèÿ âîäû ïðè
ïåðâîé àêòèâàöèè.

2. Âûáðàñûâàòåëü ñîäåðæèò 2 ñëîòà: â îäíîì 1 àëìàç, â äðóãîì 64 áóëûæíèêà. Ñêîëüêî
â ñðåäíåì àêòèâàöèé ïîòðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûáðîñèòü àëìàç? (Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå
ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïåðåìåííîé âåðîÿòíîñòüþ.)

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå íåïóñòûå ñëîòû ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ïðåäìåòîâ,
òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà àêòèâàöèé äî îïóñòîøåíèÿ âñåõ ñëîòîâ ðàâíî
𝐴 ·𝐻𝑘, ãäå 𝐻𝑘 � ãàðìîíè÷åñêîå ÷èñëî 1 + 1/2 + · · ·+ 1/𝑘.

4. Ïðåäëîæèòå êîíñòðóêöèþ àâòîìàòè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ñ ïîìîùüþ ðàçäàò÷èêà
è íàáëþäàòåëÿ ñîçäà¼ò ïåðèîäè÷åñêèé âûñòðåë ñòðåëàìè ñ ÷àñòîòîé 1 âûñòðåë â
ñåêóíäó.

Замечание. Äåòàëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå êîìïàðàòîðà è ïîðøíÿ ïðèâåäåíî â ðàç-
äåëå 13. Îïèñàíèå ðàìêè ïîðòàëà â Êðàé íàõîäèòñÿ â ðàçäåëå 2.2.1. Èíôîðìàöèÿ î êóçíèöå
è óëó÷øåíèè èíñòðóìåíòîâ ñîäåðæèòñÿ â ðàçäåëå 12.13.

7.9 Крафтер (Crafter)

Определение 7.16 (Êðàôòåð). Крафтер � ôóíêöèîíàëüíûé áëîê, äîáàâëåííûé â âåð-
ñèè 1.21, êîòîðûé àâòîìàòè÷åñêè ñîçäà¼ò ïðåäìåòû ïî âûáðàííîìó ðåöåïòó ïðè ïîäà÷å
ñèãíàëà ðåäñòîóíà.

Определение 7.17 (Èíòåðôåéñ è íàñòðîéêà). Êðàôòåð èìååò èíâåíòàðü 3 × 3 è ãðàôè-
÷åñêèé èíòåðôåéñ, àíàëîãè÷íûé âåðñòàêó. Èãðîê ìîæåò çàáëîêèðîâàòü îòäåëüíûå ñëîòû
(toggle), ÷òîáû ïðåäìåòû èç âîðîíîê íå ïîïàäàëè â íèõ. Â èíòåðôåéñå îòîáðàæàåòñÿ ïðåä-
âàðèòåëüíûé ðåçóëüòàò êðàôòà.

Теорема 7.12 (Ðàáîòà ñ ðåäñòîóíîì). Ïðè ïîëó÷åíèè èìïóëüñà ðåäñòîóíà êðàôòåð âû-
ïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðîâåðÿåò, ñîîòâåòñòâóåò ëè òåêóùåå ñîäåðæèìîå ñëîòîâ êàêîìó-ëèáî ðåöåïòó.

2. Åñëè ðåöåïò íàéäåí, èçûìàåò ïî îäíîìó ïðåäìåòó èç êàæäîãî çàíÿòîãî ñëîòà (ñ
ó÷¼òîì áëîêèðîâêè) è âûáðàñûâàåò ðåçóëüòàò ÷åðåç ïåðåäíþþ ãðàíü.
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3. Åñëè ðåçóëüòàò êðàôòà � ïðåäìåò ñî ñòàêîì áîëüøå 1, êðàôòåð âûêèäûâàåò âñå
ðåçóëüòàòû ñðàçó.

Теорема 7.13 (Âçàèìîäåéñòâèå ñ âîðîíêàìè). Âîðîíêè ìîãóò âñòàâëÿòü ïðåäìåòû â êðàô-
òåð è èçûìàòü èõ èç íåãî. Ïðèîðèòåò çàïîëíåíèÿ ñëîòîâ: ñíà÷àëà ïóñòûå ñëîòû (ñëåâà
íàïðàâî, ñâåðõó âíèç), çàòåì ñëîòû ñ òàêèì æå ïðåäìåòîì (åñëè ïîçâîëÿåò ñòàê), áëîêè-
ðîâàííûå ñëîòû ïðîïóñêàþòñÿ.

Теорема 7.14 (Òàéìèíã ñðàáàòûâàíèÿ). Ïðè ïîëó÷åíèè èìïóëüñà ðåäñòîóíà êðàôòåð íå
ñðàáàòûâàåò ìãíîâåííî. Îí âûäåðæèâàåò çàäåðæêó â 2 редстоун-тика (÷òî ñîîòâåòñòâó-
åò 4 èãðîâûì òèêàì, èëè 0.2 ñåêóíäû) è òîëüêî çàòåì âûáðàñûâàåò ðåçóëüòàò êðàôòà. Ýòà
çàäåðæêà àíàëîãè÷íà çàäåðæêå ðàçäàò÷èêà è âûáðàñûâàòåëÿ.

Замечание (Èçìåðåíèå çàïîëíåííîñòè êîìïàðàòîðîì). Êîìïàðàòîð, ïîäêëþ÷¼ííûé ê
êðàôòåðó, âûäà¼ò ñèãíàë, ñèëà êîòîðîãî ðàâíà êîëè÷åñòâó ñëîòîâ, êîòîðûå ëèáî заня-
ты предметом (íåçàâèñèìî îò åãî êîëè÷åñòâà), ëèáî заблокированы èãðîêîì. Òàêèì
îáðàçîì:

� Ïóñòîé êðàôòåð áåç çàáëîêèðîâàííûõ ñëîòîâ âûäà¼ò ñèãíàë 0.

� Ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûé ïðåäìåòàìè êðàôòåð âûäà¼ò ñèãíàë 9.

� Ïîëíîñòüþ çàáëîêèðîâàííûé (âñå ñëîòû ïåðåêëþ÷åíû â ¾çàêðûòîå¿ ñîñòîÿíèå), íî
ïóñòîé êðàôòåð òàêæå âûäà¼ò ñèãíàë 9.

7.10 Медные блоки и лампы

Â âåðñèè 1.21 äîáàâëåíî ñåìåéñòâî ìåäíûõ áëîêîâ ñ óíèêàëüíûìè ñâîéñòâàìè îêèñëåíèÿ.

Определение 7.18 (Ìåäíàÿ ëàìïà (Copper Bulb)). Медная лампа � èñòî÷íèê ñâåòà,
óðîâåíü êîòîðîãî çàâèñèò îò ñòåïåíè îêèñëåíèÿ:

𝐿bulb =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
15, íåîêèñëåííàÿ,

12, ñëàáî îêèñëåííàÿ,

8, ñðåäíå îêèñëåííàÿ,

4, ïîëíîñòüþ îêèñëåííàÿ.

Ëàìïà ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà èëè âûêëþ÷åíà ïîäà÷åé ñèãíàëà ðåäñòîóíà (äåéñòâóåò êàê
T-òðèããåð). Â âûêëþ÷åííîì ñîñòîÿíèè ñâåòà íå èçëó÷àåò. Ïðè ñíÿòèè ñèãíàëà ñîñòîÿíèå
ñîõðàíÿåòñÿ. Êîìïàðàòîð ñ÷èòûâàåò ñîñòîÿíèå ëàìïû: ñèãíàë 15 ïðè âêëþ÷¼ííîé, 0 ïðè
âûêëþ÷åííîé.

Определение 7.19 (Ìåäíàÿ ðåø¼òêà (Copper Grate)). Медная решётка � äåêîðàòèâ-
íûé áëîê, ïðîïóñêàþùèé ñâåò è âîäó (waterloggable). Íå ïðîâîäèò ðåäñòîóí-ñèãíàë, íå
ïðåïÿòñòâóåò ðîñòó ðàñòåíèé è íå äóøèò ìîáîâ. Ïîäâåðæåíà îêèñëåíèþ, êàê è äðóãèå
ìåäíûå áëîêè.

Определение 7.20 (Ðåçíîé ìåäíûé áëîê (Chiseled Copper)). Резной медный блок �
äåêîðàòèâíûé áëîê, ïîëó÷àåìûé èç äâóõ ìåäíûõ ïëèò. Ïîäâåðæåí îêèñëåíèþ.

Определение 7.21 (Òÿæ¼ëîå ÿäðî (Heavy Core)). Тяжёлое ядро � áëîê, èñïîëüçóåìûé
äëÿ ñîçäàíèÿ áóëàâû. Âûïàäàåò òîëüêî èç èñïûòàòåëüíûõ ñóíäóêîâ (Ominous Vault) ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 8.3%. Îáëàäàåò âûñîêîé âçðûâîóñòîé÷èâîñòüþ (êàê îáñèäèàí), âðåìÿ äîáû÷è
15 ñåêóíä. Ìîæåò áûòü âîäîíåïðîíèöàåìûì (waterloggable).
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8 Структуры

Ãåíåðèðóåìûå ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì èãðîâîãî ïðîöåññà Minecraft,
ïðåäîñòàâëÿÿ èãðîêó ðåñóðñû, èñïûòàíèÿ è óíèêàëüíûå âîçìîæíîñòè. Â äàííîì ðàçäåëå
ñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê äèñêðåòíûå ïðîñòðàíñòâåííûå îáðàçîâàíèÿ, îáëàäàþùèå
âíóòðåííåé îðãàíèçàöèåé, ïðàâèëàìè ãåíåðàöèè è âçàèìîäåéñòâèÿ ñ èãðîêîì.

8.1 Определение и классификация структур

Определение 8.1 (Ãåíåðèðóåìàÿ ñòðóêòóðà). Генерируемая структура� ýòî êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî áëîêîâ, ðàçìåùàåìîå àëãîðèòìîì ïðè ñîçäàíèè ìèðà â îïðåäåë¼ííûõ áèîìàõ
è êîîðäèíàòàõ. Ñòðóêòóðà õàðàêòåðèçóåòñÿ:

� òèïîì 𝑇 (äåðåâíÿ, êðåïîñòü, õðàì è ò.ä.);

� êîîðäèíàòàìè ïðèâÿçêè (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) (îáû÷íî ïîëîæåíèå öåíòðà èëè ïåðâîé äâåðè);

� bounding box'îì � îãðàíè÷èâàþùèì ïàðàëëåëåïèïåäîì 𝐵 ⊂ R3;

� ñïèñêîì ñóùíîñòåé (æèòåëè, ìîáû, ïðåäìåòû), ïîÿâëÿþùèõñÿ âìåñòå ñî ñòðóêòóðîé.

Определение 8.2 (Êëàññèôèêàöèÿ ïî ñïîñîáó ãåíåðàöèè). Ñòðóêòóðû äåëÿòñÿ íà äâà
îñíîâíûõ êëàññà:

1. Поверхностные � ãåíåðèðóþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè èëè â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè
îò íå¼ (äåðåâíè, õðàìû, èãëó).

2. Подземные � ãåíåðèðóþòñÿ ïîä çåìë¼é, ÷àñòî íà çíà÷èòåëüíîé ãëóáèíå (êðåïîñòè,
øàõòû, ïîäçåìåëüÿ).

Â âåðñèÿõ 1.18+ ñ èçìåíåíèåì âûñîòíûõ ãðàíèö ìíîãèå ïîäçåìíûå ñòðóêòóðû ìîãóò ïî-
ÿâëÿòüñÿ íà íîâûõ óðîâíÿõ (íàïðèìåð, øàõòû âñòðå÷àþòñÿ â äèàïàçîíå 𝑦 ∈ [−64, 50]).

8.2 Алгоритмы генерации структур

Определение 8.3 (Ñòðóêòóðíûé ñëîò). Ìèð ðàçáèò íà îáëàñòè, íàçûâàåìûå структур-
ными слотами (structure slots). Ðàçìåð ñëîòà çàâèñèò îò òèïà ñòðóêòóðû è çàäà¼òñÿ
ïàðàìåòðîì 𝐷𝑇 (ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîòåíöèàëüíûìè òî÷êàìè ïîÿâëåíèÿ). Íàïðèìåð, äëÿ
äåðåâåíü â ðàâíèíàõ 𝐷village = 32 ÷àíêà (512 áëîêîâ), äëÿ êðåïîñòåé 𝐷stronghold = 432 ÷àíêà
(6912 áëîêîâ).

Теорема 8.1 (Ðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóð). Äëÿ ñòðóêòóðû òèïà 𝑇 ñ ðàçìå-
ðîì ñëîòà 𝐷𝑇 âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â äàííîì ÷àíêå îêàæåòñÿ öåíòð ñòðóêòóðû, ðàâíà
1/𝐷2

𝑇 , åñëè òî÷êè ïðèâÿçêè âûáèðàþòñÿ ðàâíîìåðíî ñëó÷àéíî âíóòðè êàæäîãî ñëîòà.

Доказательство. Ñåòêà ñëîòîâ èìååò ðàçìåð 𝐷𝑇 × 𝐷𝑇 ÷àíêîâ. Â êàæäîì ñëîòå ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 𝑝𝑇 ãåíåðèðóåòñÿ ðîâíî îäíà ñòðóêòóðà. Â âåðñèÿõ 1.17+ âåðîÿòíîñòü 𝑝𝑇 äëÿ
áîëüøèíñòâà ñòðóêòóð ðàâíà 1 (ñòðóêòóðà ïîÿâëÿåòñÿ â êàæäîì ñëîòå, ãäå âûïîëíåíû
áèîìíûå óñëîâèÿ). Òîãäà ïëîòíîñòü öåíòðîâ ðàâíà 1/𝐷2

𝑇 íà ÷àíê.

Пример (Äåðåâíè). Äëÿ äåðåâåíü ðàâíèííîãî òèïà 𝐷village = 32 ÷àíêà. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè äåðåâåíü ñîñòàâëÿåò

√
2 · 32 ≈ 45.25 ÷àíêîâ (724

áëîêà).
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8.3 Деревни

Определение 8.4 (Êîìïîíåíòû äåðåâíè). Äåðåâíÿ ñîñòîèò èç:

� çäàíèé (äîìà, ôåðìû, êóçíèöû, êîëîäöû);

� äîðîã (òðîïèíêè, ñîåäèíÿþùèå çäàíèÿ);

� òî÷åê ñïàóíà æèòåëåé è æåëåçíûõ ãîëåìîâ;

� ðàáî÷åãî ìåñòà (êàðüåð, ñòîëÿðíàÿ ìàñòåðñêàÿ è ò.ä. äëÿ êàæäîãî æèòåëÿ).

Теорема 8.2 (Ñòðóêòóðà äîðîã). Äîðîãè â äåðåâíå îáðàçóþò ãðàô 𝐺 = (𝑉,𝐸), ãäå 𝑉 �
öåíòðû çäàíèé, 𝐸 � ð¼áðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìûì òðîïèíêàì. Â áîëüøèíñòâå äåðåâåíü
ýòîò ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì (îòñóòñòâóþò öèêëû).

Доказательство. Àëãîðèòì ãåíåðàöèè ñíà÷àëà ðàçìåùàåò çäàíèÿ â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå
âîêðóã êîëîäöà, çàòåì ñîåäèíÿåò èõ äîðîãàìè òàê, ÷òîáû íå âîçíèêàëî çàìêíóòûõ ïåòåëü.
Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïîñòðîåíèåì ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà íà ìíîæåñòâå çäàíèé ñ âå-
ñàìè, ðàâíûìè åâêëèäîâó ðàññòîÿíèþ.

Ê

Ä1

Ä2Ä3

Ä4

Ä5

Ä6

Ðèñ. 24: Ñõåìà òèïè÷íîé äåðåâíè: êîëîäåö â öåíòðå, äîðîãè ðàñõîäÿòñÿ ê çäàíèÿì (çâ¼çä-
÷àòàÿ ñòðóêòóðà).

8.4 Крепости (Strongholds)

Определение 8.5 (Ñòðóêòóðà êðåïîñòè). Êðåïîñòü � ñëîæíîå ïîäçåìíîå ñîîðóæåíèå, ñî-
ñòîÿùåå èç êîðèäîðîâ, êîìíàò (áèáëèîòåêà, òþðüìà, êîìíàòà ñ ïîðòàëîì â Êðàé) è ëåñòíèö.
Â âåðñèÿõ 1.17+ ãåíåðàöèÿ êðåïîñòåé çíà÷èòåëüíî óïðîùåíà è ñòàíäàðòèçèðîâàíà.

Теорема 8.3 (Ðàñïðåäåëåíèå êðåïîñòåé). Â ìèðå ãåíåðèðóåòñÿ ðîâíî 128 êðåïîñòåé, ðàñ-
ïîëîæåííûõ íà êîëüöàõ âîêðóã òî÷êè (0, 0). Ïåðâîå êîëüöî èìååò ðàäèóñ 𝑟1 = 1408 áëîêîâ,
ïîñëåäóþùèå � ñ øàãîì ∆𝑟 = 768 áëîêîâ. Íà êàæäîì êîëüöå êðåïîñòè ðàçìåùàþòñÿ ðàâ-
íîìåðíî ïî óãëó ñ íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì îòêëîíåíèåì.

Доказательство. Àëãîðèòì ãåíåðàöèè âûáèðàåò óãîë 𝜃𝑖 =
2𝜋𝑖
𝑁𝑘

+ 𝜉𝑖, ãäå 𝑁𝑘 � êîëè÷åñòâî
êðåïîñòåé íà êîëüöå 𝑘, à 𝜉𝑖 � ñëó÷àéíàÿ äîáàâêà, îáåñïå÷èâàþùàÿ íåðàâíîìåðíîñòü. Ðà-
äèóñ 𝑟𝑘 = 𝑟1 + (𝑘 − 1)∆𝑟.
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(0, 0)

Ðèñ. 25: Ñõåìàòè÷íîå ðàñïîëîæåíèå êðåïîñòåé íà êîëüöàõ âîêðóã ñïàóíà.

8.4.1 Определение координат крепости с помощью ока Эндера

Определение 8.6 (Îêî Ýíäåðà). Îêî Ýíäåðà (Ender Eye) � ïðåäìåò, êîòîðûé ïðè èñïîëü-
çîâàíèè (ïðàâûé êëèê) âçëåòàåò â âîçäóõ è ëåòèò ïî íàïðàâëåíèþ ê áëèæàéøåé êðåïîñòè
(Stronghold), îñòàâëÿÿ çà ñîáîé ÷àñòèöû ôèîëåòîâîãî öâåòà. ×åðåç íåñêîëüêî ñåêóíä îíî
ëèáî ïàäàåò íà çåìëþ, ëèáî ñ âåðîÿòíîñòüþ 𝑝break = 0.2 ðàçðóøàåòñÿ.

Теорема 8.4 (Íàïðàâëåíèå ïîë¼òà). Âåêòîð ñêîðîñòè îêà Ýíäåðà â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñ-
êîñòè ñîíàïðàâëåí ñ âåêòîðîì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êó áðîñêà 𝑝 ñ öåíòðîì êðåïîñòè 𝑠⃗. Â
âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè îêî ñíà÷àëà ïîäíèìàåòñÿ, çàòåì îïóñêàåòñÿ, íî ãîðèçîíòàëüíàÿ
ïðîåêöèÿ òðàåêòîðèè îñòà¼òñÿ ïðÿìîëèíåéíîé.

Доказательство. Àëãîðèòì ïîèñêà êðåïîñòè âû÷èñëÿåò íàïðàâëåíèå íà áëèæàéøóþ êðå-
ïîñòü è çàäà¼ò îêó íà÷àëüíûé èìïóëüñ â ýòîì íàïðàâëåíèè ñ íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì îò-
êëîíåíèåì (äî 10∘), ÷òîáû èìèòèðîâàòü íåòî÷íîñòü. Ãðàâèòàöèÿ è ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà
îòñóòñòâóþò, ïîýòîìó ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ïîñòîÿííà.

Метод двух бросков (триангуляция) Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò êðåïîñòè äîñòàòî÷-
íî äâóõ áðîñêîâ îêà èç ðàçíûõ òî÷åê. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïðÿìûõ,
çàäàííûõ íàïðàâëåíèÿìè ïîë¼òà.

Теорема 8.5 (Ïåðåñå÷åíèå íàïðàâëåíèé). Ïóñòü èç òî÷êè 𝐴 = (𝑥1, 𝑧1) îêî ïîëåòåëî â
íàïðàâëåíèè åäèíè÷íîãî âåêòîðà 𝑢⃗1 = (cos 𝜃1, sin 𝜃1), à èç òî÷êè 𝐵 = (𝑥2, 𝑧2) � â íàïðàâëå-
íèè 𝑢⃗2 = (cos 𝜃2, sin 𝜃2). Åñëè îáà íàïðàâëåíèÿ óêàçûâàþò íà îäíó è òó æå êðåïîñòü, òî å¼
êîîðäèíàòû (𝑥, 𝑧) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑥 = 𝑥1 + 𝑡1 cos 𝜃1,

𝑧 = 𝑧1 + 𝑡1 sin 𝜃1,

𝑥 = 𝑥2 + 𝑡2 cos 𝜃2,

𝑧 = 𝑧2 + 𝑡2 sin 𝜃2,

ãäå 𝑡1, 𝑡2 > 0 � ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê áðîñêà äî êðåïîñòè. Èñêëþ÷àÿ 𝑡1, 𝑡2, ïîëó÷àåì óðàâ-
íåíèå íà (𝑥, 𝑧):

𝑥− 𝑥1

cos 𝜃1
=

𝑧 − 𝑧1
sin 𝜃1

=
𝑥− 𝑥2

cos 𝜃2
=

𝑧 − 𝑧2
sin 𝜃2

.
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Доказательство. Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ 𝑡1 è 𝑡2, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé:

(𝑥− 𝑥1) sin 𝜃1 = (𝑧 − 𝑧1) cos 𝜃1,

(𝑥− 𝑥2) sin 𝜃2 = (𝑧 − 𝑧2) cos 𝜃2.

Ðåøàÿ å¼, íàõîäèì èñêîìûå êîîðäèíàòû.

Практическая реализация Íà ïðàêòèêå èç-çà ñëó÷àéíîãî îòêëîíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ
äâóõ áðîñêîâ ìîãóò íå ïåðåñå÷üñÿ òî÷íî. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðåêîìåíäóåòñÿ:

� ñäåëàòü íåñêîëüêî áðîñêîâ èç îäíîé òî÷êè è óñðåäíèòü íàïðàâëåíèå;

� èñïîëüçîâàòü òî÷êè áðîñêà, ðàçíåñ¼ííûå íå ìåíåå ÷åì íà 50�100 áëîêîâ;

� ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèçèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ êðåïîñòè ïîäòâåðäèòü åãî òðåòüèì
áðîñêîì.

Algorithm 7 Òðèàíãóëÿöèÿ êðåïîñòè ïî äâóì áðîñêàì îêà Ýíäåðà
Require: Äâå òî÷êè áðîñêà 𝐴, 𝐵 è ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû 𝜃1, 𝜃2 (èçìåðåííûå, íàïðèìåð,
ñ ïîìîùüþ îòëàäêè F3).

Ensure: Êîîðäèíàòû (𝑥, 𝑧) êðåïîñòè.
Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü 𝐷 = sin 𝜃2 cos 𝜃1 − sin 𝜃1 cos 𝜃2.
if |𝐷| < 𝜖 then ◁ ïðÿìûå ïî÷òè ïàðàëëåëüíû � ñëèøêîì ìàëîå ðàññòîÿíèå ìåæäó 𝐴 è
𝐵

Óâåëè÷èòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè áðîñêà è ïîâòîðèòü.
else

𝑥 =
(𝑥1 sin 𝜃1 − 𝑧1 cos 𝜃1) cos 𝜃2 − (𝑥2 sin 𝜃2 − 𝑧2 cos 𝜃2) cos 𝜃1

𝐷

𝑧 =
(𝑥2 sin 𝜃2 − 𝑧2 cos 𝜃2) sin 𝜃1 − (𝑥1 sin 𝜃1 − 𝑧1 cos 𝜃1) sin 𝜃2

𝐷
return (𝑥, 𝑧)

end if
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𝑥

𝑧

𝐴 (0, 0)

𝐵 (5, 1)

𝑆 (3, 4)

𝑢 1
𝑢
2

𝜃1

𝜃2

Ðèñ. 26: Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñõåìà ìåòîäà äâóõ áðîñêîâ: ëó÷è èç òî÷åê 𝐴 è 𝐵 ïåðåñåêàþòñÿ â
êðåïîñòè 𝑆. Êîîðäèíàòû óêàçàíû â ñèñòåìå (𝑥, 𝑧).

8.5 Храмы в различных биомах

Определение 8.7 (Òèïû õðàìîâ). Ê õðàìàì îòíîñÿòñÿ:

� Ïóñòûííûé õðàì (Desert Pyramid);

� Õðàì â äæóíãëÿõ (Jungle Temple);

� Áîëîòíàÿ õèæèíà (Swamp Hut);

� Èãëó (Igloo);

� Ðóèíû â îêåàíå (Ocean Ruins);

� Ðóèíû íà ñóøå (Trail Ruins, äîáàâëåíû â 1.20).

Теорема 8.6 (Ñòðóêòóðà ñîêðîâèùíèöû ïóñòûííîãî õðàìà). Â ïóñòûííîì õðàìå èìååòñÿ
òàéíàÿ êîìíàòà ñ ÷åòûðüìÿ ñóíäóêàìè. Âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ â êàæäîì ñóíäóêå êîí-
êðåòíîãî ðåäêîãî ïðåäìåòà (íàïðèìåð, çà÷àðîâàííîé êíèãè) ïîä÷èíÿåòñÿ ðàâíîìåðíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ïðåäìåòîâ ëóòà, çàäàííûõ â òàáëèöå ãåíåðàöèè.

Доказательство. Òàáëèöû ëóòà (loot tables) èñïîëüçóþò âçâåøåííóþ ñëó÷àéíóþ âûáîðêó.
Äëÿ ïóñòûííîãî õðàìà â âåðñèè 1.20 ïðåäìåòû è èõ âåñà ñòðîãî îïðåäåëåíû â ôàéëàõ
äàííûõ èãðû.

8.6 Особые структуры Незера и Края

8.6.1 Крепость Незера (Nether Fortress)

Определение 8.8 (Ãåíåðàöèÿ êðåïîñòè Íåçåðà). Êðåïîñòè Íåçåðà ãåíåðèðóþòñÿ ïîëîñà-
ìè, âûòÿíóòûìè âäîëü îñè 𝑋 (âîñòîê-çàïàä). Øèðèíà ïîëîñû ñîñòàâëÿåò 8�16 ÷àíêîâ, à
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè êðåïîñòÿìè � îò 64 äî 128 ÷àíêîâ.
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Теорема 8.7 (Âåðîÿòíîñòü âñòðåòèòü íåçåðñêèé êèðïè÷). Ïðè ñëó÷àéíîì ïåðåìåùåíèè
ïî Íåçåðó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãðîê îêàæåòñÿ âíóòðè bounding box'à êðåïîñòè, ðàâíà
îòíîøåíèþ ñóììàðíîé ïëîùàäè ïðîåêöèé êðåïîñòåé ê îáùåé ïëîùàäè ðåãèîíà.

8.6.2 Город Края (End City)

Определение 8.9 (Ãîðîä Êðàÿ). Ãîðîäà Êðàÿ ãåíåðèðóþòñÿ íà âíåøíèõ îñòðîâàõ Ýíäà è
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåðòèêàëüíûå áàøíè ñ ìîñòàìè è êîðàáëÿìè. Êàæäûé ãîðîä ñîäåðæèò
ñóíäóêè ñ öåííûì ëóòîì è ýëèòðàìè íà êîðàáëå.

Теорема 8.8 (Âûñîòà áàøåí). Âûñîòà áàøíè â ãîðîäå Êðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íîé 𝐻, ðàñïðåäåë¼ííîé ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó çàêîíó: 𝑃 (𝐻 = ℎ) = (1 − 𝑝)ℎ−1𝑝, ãäå 𝑝 ≈ 0.2
(âåðîÿòíîñòü çàâåðøåíèÿ áàøíè íà êàæäîì óðîâíå). Ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà îãðàíè÷åíà
ℎmax = 50 áëîêàìè.

Доказательство. Êàæäàÿ áàøíÿ ñòðîèòñÿ äîáàâëåíèåì ýòàæåé äî òåõ ïîð, ïîêà ñëó÷àé-
íàÿ ïðîâåðêà íå îñòàíîâèò ðîñò. Ýòî ìîäåëèðóåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïà-
ðàìåòðîì 𝑝, ñîîòâåòñòâóþùèì âåðîÿòíîñòè çàâåðøåíèÿ íà òåêóùåì ýòàæå.

áàøíÿ

êîðàáëü

Ðèñ. 27: Ñõåìà ãîðîäà Êðàÿ: áàøíÿ ñ êîðàáë¼ì ðÿäîì.

8.7 Шахты и геологические структуры

Определение 8.10 (Àáàíäîííàÿ øàõòà). Øàõòû (mineshafts) � ëàáèðèíòû èç äåðåâÿí-
íûõ ñòîåê, ðåëüñîâ è ïàóòèíû. Ãåíåðèðóþòñÿ êàê ñåòü êîðèäîðîâ è êîìíàò, ïåðåñåêàþùèõ
ïåùåðû.

Теорема 8.9 (Ñòðóêòóðà øàõòû êàê ãðàôà). Êîðèäîðû øàõòû îáðàçóþò ïëàíàðíûé ãðàô,
â êîòîðîì âåðøèíû � ïåðåêð¼ñòêè, ð¼áðà � ïðÿìûå îòðåçêè êîðèäîðîâ. Äîëÿ òóïèêîâûõ
êîðèäîðîâ ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 30% îò îáùåãî ÷èñëà.

Доказательство. Àëãîðèòì ãåíåðàöèè íà÷èíàåò ñ îäíîãî êîðèäîðà è ðåêóðñèâíî äîáàâ-
ëÿåò îòâåòâëåíèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 𝑝branch = 0.3 íà êàæäîì øàãå, ïîêà íå äîñòèãíåò ìàêñè-
ìàëüíîé ãëóáèíû. Ýòî ïðèâîäèò ê äðåâîâèäíîé ñòðóêòóðå ñ áîëüøèì ÷èñëîì ëèñòüåâ.

8.8 Статистика встречаемости структур

Определение 8.11 (Ïëîòíîñòü ñòðóêòóð). Äëÿ ñòðóêòóðû òèïà 𝑇 îïðåäåëèì ïëîòíîñòü
𝜌𝑇 êàê ñðåäíåå ÷èñëî ñòðóêòóð íà îäèí ÷àíê (16Ö16 áëîêîâ).
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Структура Плотность 𝜌𝑇 (на чанк) Примечание
Äåðåâíÿ (ðàâíèíà) 1/1024 ≈ 0.00098 ñëîò 32 ÷àíêà
Ïóñòûííûé õðàì 1/512 ≈ 0.00195 ñëîò 16 ÷àíêîâ

Êðåïîñòü 1/4322 ≈ 5.4× 10−6 âñåãî 128 øòóê
Øàõòà 0.01 ãåíåðèðóåòñÿ â ëþáîì áèîìå

Òàáëèöà 8: Ïëîòíîñòè îñíîâíûõ ñòðóêòóð â âåðñèè 1.20.

Теорема 8.10 (Âåðîÿòíîñòü íàéòè ñòðóêòóðó ïðè èññëåäîâàíèè). Ïóñòü èãðîê èññëåäóåò
îáëàñòü ïëîùàäüþ 𝑆 ÷àíêîâ. Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü õîòÿ áû îäíó ñòðóêòóðó òèïà 𝑇
ñ ïëîòíîñòüþ 𝜌𝑇 ðàâíà 𝑃 = 1 − (1 − 𝜌𝑇 )

𝑆. Äëÿ 𝑆 = 1000 ÷àíêîâ è 𝜌𝑇 = 0.001 ïîëó÷àåì
𝑃 ≈ 0.632.

Доказательство. Ýòî êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à î áèíîìèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè. Ïðè ìàëûõ
𝜌𝑇 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå Ïóàññîíà: 𝑃 ≈ 1− 𝑒−𝜌𝑇𝑆.

Задачи для отработки

1. Äîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè äâóõ ñîñåäíèõ äåðåâåíü â
ðàâíèííîì áèîìå íå ïðåâûøàåò 45.25 ÷àíêîâ.

2. Ðàññ÷èòàéòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè ïî Íåçåðó èãðîê íà-
òêí¼òñÿ íà êðåïîñòü, åñëè ñðåäíÿÿ øèðèíà ïîëîñû êðåïîñòè ñîñòàâëÿåò 12 ÷àíêîâ, à
ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîëîñàìè � 80 ÷àíêîâ.

3. Ïîñòðîéòå ãðàô, ìîäåëèðóþùèé êîðèäîðû øàõòû, åñëè íà êàæäîì ïåðåêð¼ñòêå ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0.3 äîáàâëÿåòñÿ íîâîå îòâåòâëåíèå ãëóáèíîé äî 5 óðîâíåé. Íàéäèòå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà ïåðåêð¼ñòêîâ.

4. Â ãîðîäå Êðàÿ âûñîòà áàøíè ïîä÷èíÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ 𝑝 = 0.2.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áàøíÿ áóäåò âûøå 10 ýòàæåé.

5. Èñïîëüçóÿ äàííûå òàáëèöû 8, îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíóþ ïëîùàäü (â ÷àíêàõ), êîòî-
ðóþ íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ 90% íàéòè õîòÿ áû îäíó êðå-
ïîñòü.

6. Èãðîê áðîñèë îêî èç òî÷êè 𝐴(100, 64, 200) è çàôèêñèðîâàë óãîë 𝜃1 = 30∘ (îòñ÷èòûâàÿ
îò ïîëîæèòåëüíîé îñè 𝑋). Çàòåì èç òî÷êè 𝐵(150, 64, 250) îêî ïîêàçàëî óãîë 𝜃2 = 60∘.
Íàéäèòå êîîðäèíàòû (𝑥, 𝑧) êðåïîñòè.

7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè áðîñêà ìåíüøå 10 áëîêîâ, òî ïîãðåø-
íîñòü îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ðåçêî âîçðàñòàåò. Îöåíèòå ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå,
íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû îøèáêà â îïðåäåëåíèè êðåïîñòè íå ïðåâûøàëà 50 áëî-
êîâ ïðè ñëó÷àéíîì îòêëîíåíèè íàïðàâëåíèÿ ±5∘.

8. Ðàçðàáîòàéòå ìåòîä òð¼õ áðîñêîâ, ïîçâîëÿþùèé íå òîëüêî íàéòè êîîðäèíàòû, íî è
îöåíèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë (îáëàñòü, ãäå ñ âåðîÿòíîñòüþ 95% íàõîäèòñÿ êðå-
ïîñòü).
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9 Фермерство

9.1 Математическая модель роста растений

Ðîñò ðàñòåíèé â Minecraft ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñêðåòíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ êîíå÷-
íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Êàæäîå ðàñòåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ òåêóùåé ñòàäèåé ðîñòà 𝑠 ∈
{0, 1, 2, . . . , 𝑆max}, ãäå 𝑆max çàâèñèò îò òèïà ðàñòåíèÿ (äëÿ ïøåíèöû 𝑆max = 7, äëÿ ñàõàðíî-
ãî òðîñòíèêà � 3 è ò.ä.).

Определение 9.1 (Öåïü Ìàðêîâà ðîñòà ðàñòåíèÿ). Ïðîöåññ ðîñòà îïèñûâàåòñÿ îäíîðîä-
íîé öåïüþ Ìàðêîâà ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé 𝑃 = (𝑝𝑖𝑗), ãäå 𝑝𝑖𝑗 � âåðîÿòíîñòü
ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ 𝑖 â ñîñòîÿíèå 𝑗 çà îäèí èãðîâîé òèê. Äëÿ áîëüøèíñòâà ðàñòåíèé:

𝑝𝑖𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑝, åñëè 𝑗 = 𝑖+ 1,

1− 𝑝, åñëè 𝑗 = 𝑖,

0, èíà÷å,

𝑖 < 𝑆max

è 𝑝𝑆max,𝑆max = 1 (ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå).

Теорема 9.1 (Âåðîÿòíîñòü ðîñòà çà òèê). Áàçîâàÿ âåðîÿòíîñòü ðîñòà çà òèê ìîäèôèöèðó-
åòñÿ ôàêòîðàìè îêðóæàþùåé ñðåäû:

𝑝 = 𝑝base · (1 + 𝛼light · 𝐼light + 𝛼hydr · 𝐼hydr + 𝛼fert · 𝐼fert) ·𝑊biome

ãäå:

� 𝑝base � áàçîâàÿ âåðîÿòíîñòü (íàïðèìåð, äëÿ ïøåíèöû 𝑝base =
1

4096
)

� 𝐼light = I{𝐿≥9} � èíäèêàòîð äîñòàòî÷íîé îñâåù¼ííîñòè

� 𝐼hydr = I{блок увлажнён} � èíäèêàòîð íàëè÷èÿ âîäû â ðàäèóñå 4 áëîêîâ

� 𝐼fert = I{блок удобрен костной мукой} � èíäèêàòîð ïðèìåíåíèÿ óäîáðåíèÿ

� 𝛼light, 𝛼hydr, 𝛼fert � âåñîâûå êîýôôèöèåíòû (0.25, 0.25, 0.5 ñîîòâåòñòâåííî)

� 𝑊biome ∈ [0.5, 1.5] � ìíîæèòåëü áèîìà

Доказательство. Ôîðìóëà ñëåäóåò èç àíàëèçà èñõîäíîãî êîäà èãðû. Ìíîæèòåëè ÿâëÿþò-
ñÿ àääèòèâíûìè, òàê êàê â êîäå ïðèìåíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïðîâåðêà óñëîâèé ñ óâå-
ëè÷åíèåì ñ÷¼ò÷èêà ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé. Áèîìíûé ìíîæèòåëü ó÷èòûâàåò êëèìàòè÷åñêèå
óñëîâèÿ (íàïðèìåð, â ïóñòûíå 𝑊biome = 0.5, â äæóíãëÿõ � 1.5).

Теорема 9.2 (Ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè äî ïîëíîãî ñîçðåâàíèÿ). Âðåìÿ 𝑇 äî äîñòèæåíèÿ
ñîñòîÿíèÿ 𝑆max èç ñîñòîÿíèÿ 0 èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

𝑃 (𝑇 = 𝑘) =

(︂
𝑘 − 1

𝑆max − 1

)︂
𝑝𝑆max(1− 𝑝)𝑘−𝑆max , 𝑘 ≥ 𝑆max

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå: 𝐸[𝑇 ] = 𝑆max

𝑝
, äèñïåðñèÿ: 𝐷[𝑇 ] = 𝑆max(1−𝑝)

𝑝2
.

Доказательство. Êàæäûé ïåðåõîä íà ñëåäóþùóþ ñòàäèþ ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ 𝑝,
íåçàâèñèìî îò ïðåäûäóùèõ ïîïûòîê. Êîëè÷åñòâî íåóäà÷íûõ ïîïûòîê ìåæäó óñïåøíûìè
èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñóììà 𝑆max íåçàâèñèìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàñïðåäå-
ëåíèé äà¼ò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå.
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9.2 Гидропонные системы и оптимизация размещения

Определение 9.2 (Îïòèìàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ôåðìû). Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ
ôåðìó ðàçìåðàìè 𝑛 × 𝑚 áëîêîâ. Îáîçíà÷èì 𝑥𝑖𝑗 ∈ {0, 1} � íàëè÷èå âîäû â áëîêå (𝑖, 𝑗),
𝑦𝑖𝑗 ∈ {0, 1} � íàëè÷èå ðàñòåíèÿ. Áëîê ñ÷èòàåòñÿ óâëàæí¼ííûì, åñëè:

𝐼hydr(𝑖, 𝑗) = I{∃(𝑘,𝑙):𝑥𝑘𝑙=1∧‖(𝑖,𝑗)−(𝑘,𝑙)‖∞≤4}

ãäå ‖ · ‖∞ � ðàññòîÿíèå ×åáûø¼âà.

Теорема 9.3 (Ìèíèìèçàöèÿ âîäíûõ èñòî÷íèêîâ). Äëÿ ôåðìû ðàçìåðàìè 𝑛 × 𝑚 ìèíè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî èñòî÷íèêîâ âîäû, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîëíîãî óâëàæíåíèÿ, ðàâíî:

𝑁min =
⌈︁𝑛
9

⌉︁
·
⌈︁𝑚
9

⌉︁
ïðè ýòîì èñòî÷íèêè äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òîáû êàæäûé èç íèõ óâëàæíÿë ñâîé
êâàäðàò 9 × 9, è ýòè êâàäðàòû ïîêðûâàëè âåñü ïðÿìîóãîëüíèê áåç ïðîïóñêîâ (íàïðèìåð,
ðàçìåùàÿ èñòî÷íèêè â óçëàõ ðåø¼òêè ñ øàãîì 9).

Доказательство. Âîäà óâëàæíÿåò çåìëþ íà ðàññòîÿíèè äî 4 áëîêîâ ïî ãîðèçîíòàëè â êàæ-
äóþ ñòîðîíó. Òàêèì îáðàçîì, îäèí èñòî÷íèê ïîêðûâàåò êâàäðàò 9×9 (èñòî÷íèê + 4 áëîêà
âî âñå ñòîðîíû). Äëÿ ïîêðûòèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà 𝑛 × 𝑚 íåîáõîäèìî ïîêðûòü åãî òàêèìè
êâàäðàòàìè. Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàçìåùåíèè êâàäðàòîâ âïëîòíóþ
äðóã ê äðóãó, ÷òî äà¼ò ⌈𝑛/9⌉ êâàäðàòîâ ïî âåðòèêàëè è ⌈𝑚/9⌉ ïî ãîðèçîíòàëè. Èñòî÷íèêè
ïðè ýòîì ìîãóò íàõîäèòüñÿ â ëþáîì ìåñòå âíóòðè ñâîèõ êâàäðàòîâ, íî äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè
èõ óäîáíî ðàñïîëîæèòü â öåíòðàõ êâàäðàòîâ èëè ñî ñìåùåíèåì, îáåñïå÷èâàþùèì ïîëíîå
ïîêðûòèå.

Algorithm 8 Àâòîìàòè÷åñêèé ñáîð óðîæàÿ ñ ïîìîùüþ ðåäñòîóíà
Require: Ôåðìà ðàçìåðàìè 𝑛×𝑚, ïåðèîä ñáîðà 𝑇
Ensure: Àâòîìàòè÷åñêèé ñáîð ñîçðåâøèõ ðàñòåíèé
Ðàçìåñòèòü íàáëþäàòåëÿ (observer) íàä êàæäûì ðÿäîì ðàñòåíèé
Ñîåäèíèòü âûõîäû íàáëþäàòåëåé ñ ëèíèåé ðåäñòîóíà
Ïîäêëþ÷èòü ëèíèþ ê ïîðøíÿì, âûòàëêèâàþùèì âîäó
Íàñòðîèòü çàäåðæêó íà ïîâòîðèòåëÿõ äëÿ ñèíõðîíèçàöèè
Óñòàíîâèòü âîðîíêè äëÿ ñáîðà âûïàâøèõ ïðåäìåòîâ
return ñèñòåìà ñáîðà ñ ïåðèîäîì 𝑇
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âîäà

îáëàñòü óâëàæíåíèÿ 9× 9

𝑥

𝑧

Ðèñ. 28: Îäèí èñòî÷íèê âîäû (ñèíÿÿ òî÷êà) óâëàæíÿåò âñå áëîêè â êâàäðàòå 9×9 (âûäåëåíî
ãîëóáûì), òàê êàê ðàäèóñ äåéñòâèÿ âîäû ïî ìåòðèêå ×åáûø¼âà ðàâåí 4 áëîêàì. Òàêîå
ðàçìåùåíèå ìèíèìèçèðóåò êîëè÷åñòâî èñòî÷íèêîâ äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ôåðìû.

9.3 Разведение животных: популяционная динамика

Определение 9.3 (Ñîñòîÿíèå æèâîòíîãî). Äëÿ êàæäîãî æèâîòíîãî òèïà 𝐴 îïðåäåëåí
âåêòîð ñîñòîÿíèÿ:

𝑆⃗𝐴 = (𝐻,𝐹,𝐴,𝐶,𝐵) ∈ R5
≥0

ãäå 𝐻 � çäîðîâüå, 𝐹 � ñûòîñòü, 𝐴 � âîçðàñò, 𝐶 � âðåìÿ äî ñëåäóþùåãî ðàçìíîæåíèÿ, 𝐵
� íàëè÷èå ïàðòí¼ðà.

Теорема 9.4 (Óñëîâèÿ ðàçìíîæåíèÿ). Äâà æèâîòíûõ 𝐴1 è 𝐴2 ìîãóò ðàçìíîæàòüñÿ, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐻1 > 𝐻min ∧𝐻2 > 𝐻min,

𝐹1 > 𝐹min ∧ 𝐹2 > 𝐹min,

𝐴1 > 𝐴min ∧ 𝐴2 > 𝐴min,

𝐶1 = 0 ∧ 𝐶2 = 0,

‖𝑟⃗1 − 𝑟⃗2‖2 ≤ 𝑅breed.

Ïîñëå ðàçìíîæåíèÿ:
𝐹 ′
𝑖 = 𝐹𝑖 −∆𝐹, 𝐶 ′

𝑖 = 𝑇cooldown, 𝑖 = 1, 2

ãäå ∆𝐹 � ñòîèìîñòü ðàçìíîæåíèÿ â åäèíèöàõ ïèùè, 𝑇cooldown � âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ.

Доказательство. Óñëîâèÿ îïðåäåëåíû â êîäå èãðû. Ïðîâåðêà çäîðîâüÿ è ñûòîñòè îáåñïå-
÷èâàåò æèçíåñïîñîáíîñòü ïîòîìñòâà. Âîçðàñòíîå îãðàíè÷åíèå ïðåäîòâðàùàåò ðàçìíîæå-
íèå äåò¼íûøåé. Ðàäèóñ 𝑅breed îáû÷íî ðàâåí 3-4 áëîêàì.

Теорема 9.5 (Äèíàìèêà ïîïóëÿöèè). Ïóñòü 𝑁(𝑡) � êîëè÷åñòâî æèâîòíûõ â ìîìåíò 𝑡. Ïðè
îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé ïî ïðîñòðàíñòâó è ïèùå:

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑁

(︂
1− 𝑁

𝐾

)︂
− 𝜇𝑁

ãäå 𝑟 � ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ, 𝐾 � ¼ìêîñòü ñðåäû, 𝜇 � ñìåðòíîñòü. Â äèñêðåòíîé ôîðìå:

𝑁𝑡+1 = 𝑁𝑡 + 𝑟𝑁𝑡

(︂
1− 𝑁𝑡

𝐾

)︂
− 𝜇𝑁𝑡
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Доказательство. Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîãèñòè÷åñêèì ñ ó÷¼òîì ñìåðòíîñòè. Ïàðàìåòð 𝑟
çàâèñèò îò âåðîÿòíîñòè âñòðå÷è ïàðòí¼ðîâ è óñïåøíîãî ðàçìíîæåíèÿ. Â Minecraft ñìåðò-
íîñòü 𝜇 îáû÷íî ðàâíà íóëþ ïðè îòñóòñòâèè óãðîç.

9.4 Статистический анализ урожайности

Определение 9.4 (Óðîæàéíîñòü ôåðìû). Äëÿ ôåðìû ñ 𝑁 ðàñòåíèÿìè îïðåäåëèì ñëó÷àé-
íóþ âåëè÷èíó 𝑌 � êîëè÷åñòâî ñîáðàííûõ ðåñóðñîâ çà îäèí öèêë. Ïóñòü 𝑋𝑖 � èíäèêàòîð
ñîçðåâàíèÿ 𝑖-ãî ðàñòåíèÿ:

𝑌 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑋𝑖

ãäå 𝑐𝑖 � êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ ñ îäíîãî ðàñòåíèÿ (äëÿ ïøåíèöû 𝑐𝑖 = 1, äëÿ êàðòîôåëÿ �
ñëó÷àéíî 1-4).

Теорема 9.6 (Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå óðîæàéíîñòè). Åñëè ðàñòåíèÿ íåçàâèñèìû è
èìåþò îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòü ñîçðåâàíèÿ 𝑝, òî:

𝐸[𝑌 ] = 𝑁 · 𝑝 · 𝐸[𝑐]

ãäå 𝐸[𝑐] � ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ ñ îäíîãî ðàñòåíèÿ. Äèñïåðñèÿ:

𝐷[𝑌 ] = 𝑁 · 𝑝 · (𝐸[𝑐2]− 𝑝 · (𝐸[𝑐])2)

Доказательство. Ïî ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ñâîéñòâó äèñïåðñèè äëÿ
ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äëÿ çàâèñèìûõ ðàñòåíèé (íàïðèìåð, ïðè îáùåì
îñâåùåíèè) òðåáóåòñÿ ó÷¼ò êîâàðèàöèè.

Теорема 9.7 (Îïòèìàëüíûé ðàçìåð ôåðìû). Ðàññìîòðèì ôåðìó ñ àâòîìàòè÷åñêèì ñáî-
ðîì. Ïóñòü 𝑇grow � ñðåäíåå âðåìÿ ðîñòà, 𝑇collect � âðåìÿ ñáîðà âñåãî óðîæàÿ. Ïðîïóñêíàÿ
ñïîñîáíîñòü:

𝐶 =
𝐸[𝑌 ]

𝑇grow + 𝑇collect

Îïòèìàëüíûé ðàçìåð 𝑁* äîñòèãàåòñÿ ïðè áàëàíñèðîâêå:

𝑑𝐶

𝑑𝑁
= 0

÷òî äà¼ò óñëîâèå 𝑇grow ≈ 𝑇collect.

Доказательство. Âðåìÿ ñáîðà îáû÷íî ëèíåéíî ðàñò¼ò ñ ðàçìåðîì ôåðìû: 𝑇collect = 𝛼𝑁 .
Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå äëÿ 𝐶 è äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

𝑑

𝑑𝑁

(︂
𝑁𝑝𝐸[𝑐]

𝑇grow + 𝛼𝑁

)︂
= 0

Ðåøåíèå: 𝑁* =
√︁

𝑇grow
𝛼
.
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10 Жители

Æèòåëè (Villagers) � íåèãðîâûå ïåðñîíàæè, íàñåëÿþùèå äåðåâíè è îáëàäàþùèå ñëîæíîé
ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîé ìîäåëüþ ïîâåäåíèÿ. Äàííûé ðàçäåë ôîðìàëèçóåò èõ ïîÿâëåíèå,
ïîâåäåíèå, ýêîíîìè÷åñêèå âçàèìîäåéñòâèÿ è ýâîëþöèþ âî âðåìåíè.

10.1 Формальное определение жителя

Определение 10.1 (Æèòåëü). Æèòåëü � ñóùíîñòü òèïà 𝒱 , õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ ðàñøè-
ðåííûì âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ:

𝑆⃗𝒱 = (𝑟⃗, 𝑣⃗, 𝐵,𝐻𝑃, 𝑃𝑟𝑜𝑓, 𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙, 𝐼𝑛𝑣𝑒𝑛𝑡𝑜𝑟𝑦, 𝑆𝑐ℎ𝑒𝑑𝑢𝑙𝑒,𝐺𝑜𝑠𝑠𝑖𝑝𝑠, 𝑅𝑒𝑝𝑢𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛, 𝐶𝑎𝑟𝑒𝑒𝑟,𝑊𝑜𝑟𝑘𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛)

ãäå:

� 𝑃𝑟𝑜𝑓 ∈ 𝒫 � ïðîôåññèÿ (15 îñíîâíûõ òèïîâ + áåçðàáîòíûé)

� 𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙 ∈ {1, 2, 3, 4, 5} � óðîâåíü òîðãîâëè

� 𝐼𝑛𝑣𝑒𝑛𝑡𝑜𝑟𝑦 ⊂ ℐ � èíâåíòàðü ðåñóðñîâ äëÿ òîðãîâëè

� 𝑆𝑐ℎ𝑒𝑑𝑢𝑙𝑒 : Z→ 𝒜 � ôóíêöèÿ ðàñïèñàíèÿ, îòîáðàæàþùàÿ âðåìÿ ñóòîê â àêòèâíîñòü

� 𝐺𝑜𝑠𝑠𝑖𝑝𝑠 = {(𝑝𝑙𝑎𝑦𝑒𝑟𝑖, 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝑖, 𝑡𝑦𝑝𝑒𝑖)} � ñïëåòíè îá èãðîêàõ

� 𝑅𝑒𝑝𝑢𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 ∈ Z � ðåïóòàöèÿ ó èãðîêà (îò -30 äî 30)

� 𝐶𝑎𝑟𝑒𝑒𝑟 ∈ N � êàðüåðíûé îïûò (êîëè÷åñòâî ñîâåðø¼ííûõ ñäåëîê)

� 𝑊𝑜𝑟𝑘𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 ∈ 𝒲 � ñâÿçàííîå ðàáî÷åå ìåñòî

10.2 Появление жителей

Теорема 10.1 (Óñëîâèÿ ñïàóíà æèòåëåé). Íîâûé æèòåëü ïîÿâëÿåòñÿ â äåðåâíå ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèé: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑁villagers < 𝑁beds,

∃𝑏 ∈ ℬfree,
∆𝑡last ≥ 𝑇min,

𝑅spawn > 𝜃.

ãäå:

� 𝑁villagers � òåêóùåå êîëè÷åñòâî æèòåëåé

� 𝑁beds � êîëè÷åñòâî êðîâàòåé â äåðåâíå

� ℬfree � ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ êðîâàòåé

� ∆𝑡last � âðåìÿ ñ ïîñëåäíåãî ñïàóíà

� 𝑇min = 6000 òèêîâ (5 ìèíóò)

� 𝑅spawn ∼ 𝑈(0, 1) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, 𝜃 = 0.3125
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Доказательство. Èç èñõîäíîãî êîäà èãðû: ïðîâåðêà ïðîâîäèòñÿ êàæäûå 20 òèêîâ. Âåðî-
ÿòíîñòü óñïåõà â êàæäîì ïðîâåðî÷íîì òèêå ðàâíà 0.3125, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïîíåíöè-
àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ âðåìåíè ìåæäó ñîáûòèÿìè ñî ñðåäíèì 1/0.3125 ≈ 3.2 ïðîâåðêè,
ò.å. îêîëî 64 òèêîâ. Ó÷èòûâàÿ ïåðèîäè÷íîñòü ïðîâåðîê, ñðåäíåå âðåìÿ ìåæäó ñïàóíàìè
ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 5 ìèíóò.

Теорема 10.2 (Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü ñïàóíà). Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ æèòåëÿ â èíòåð-
âàëå âðåìåíè [𝑡, 𝑡+∆𝑡] ïðè íàëè÷èè 𝑘 ñâîáîäíûõ êðîâàòåé:

𝑃spawn(∆𝑡, 𝑘) = 1− 𝑒−𝜆𝑘Δ𝑡, 𝜆 =
0.3125

20
òèê−1

Доказательство. Ýòî ñëåäóåò èç ìîäåëè Ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà ñ èíòåíñèâíîñòüþ, ïðî-
ïîðöèîíàëüíîé êîëè÷åñòâó ñâîáîäíûõ êðîâàòåé. Êàæäàÿ êðîâàòü óâåëè÷èâàåò âåðîÿòíîñòü
ñïàóíà íåçàâèñèìî.

10.3 Поведение как конечный автомат

Определение 10.2 (Êîíå÷íûé àâòîìàò ïîâåäåíèÿ æèòåëÿ). Ïîâåäåíèå æèòåëÿ îïèñûâà-
åòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì êîíå÷íûì àâòîìàòîì ñ ïðèîðèòåòàìè:

𝑀villager = (𝑄,Σ, 𝛿, 𝑞0,𝒫priority)

ãäå:

� 𝑄 = {Ñîí,Ðàáîòà,Ñáîð,Ñîöèàëèçàöèÿ,Ïàíèêà,Òîðãîâëÿ}

� Σ = {Âðåìÿ,Èãðîê,Óãðîçà,Ïðåäëîæåíèå}

� 𝛿 : 𝑄× Σ→ 𝑄 � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ

� 𝑞0 = Ñîí

� 𝒫priority : 𝑄→ N � ôóíêöèÿ ïðèîðèòåòà (÷åì ìåíüøå ÷èñëî, òåì âûøå ïðèîðèòåò)

Состояние Приоритет Условие входа Действия Условие выхода
Ïàíèêà 1 Óãðîçà â ðàäèóñå 16 áëîêîâ Áåã ê äîìó Óãðîçà óñòðàíåíà
Ñîí 2 𝑡 ∈ [20000, 8000) Íàõîæäåíèå ó êðîâàòè 𝑡 /∈ [20000, 8000)

Ðàáîòà 3 𝑡 ∈ [9000, 16000) Èñïîëüçîâàíèå ðàáî÷åãî ìåñòà 𝑡 /∈ [9000, 16000)
Òîðãîâëÿ 4 Èãðîê âçàèìîäåéñòâóåò Îáìåí ïðåäìåòàìè Èãðîê óõîäèò
Ñáîð 5 𝑡 ∈ [0, 9000) ∪ [16000, 20000) Ñáîð ðåñóðñîâ Èçìåíåíèå âðåìåíè

Ñîöèàëèçàöèÿ 6 Ñâîáîäíîå âðåìÿ Âçàèìîäåéñòâèå ñ æèòåëÿìè Èçìåíåíèå âðåìåíè

Òàáëèöà 9: Ñîñòîÿíèÿ êîíå÷íîãî àâòîìàòà ïîâåäåíèÿ æèòåëÿ

Теорема 10.3 (Êîððåêòíîñòü ïåðåêëþ÷åíèÿ ñîñòîÿíèé). Ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ 𝛿 ãàðàíòèðó-
åò îòñóòñòâèå deadlock-ñîñòîÿíèé è îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ðàñïèñàíèÿ ïðè îòñóòñòâèè
âíåøíèõ óãðîç.

Доказательство. Ðàññìîòðèì âðåìåííûå èíòåðâàëû: îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ è ïîêðûâàþò
âåñü öèêë ñóòîê. Ïðèîðèòåòû îáåñïå÷èâàþò, ÷òî óãðîçà ïðåðûâàåò ëþáîå ñîñòîÿíèå. Ïî-
ñêîëüêó âðåìåííûå óñëîâèÿ äåòåðìèíèðîâàíû è íå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó, ñèñòåìà âñå-
ãäà ìîæåò ïåðåéòè â äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå.
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10.4 Расписание работы

Определение 10.3 (Ôóíêöèÿ àêòèâíîñòè). Ôóíêöèÿ àêòèâíîñòè 𝐴 : Z24000 → 𝒜 îòîáðà-
æàåò ôàçó ñóòîê 𝑡 (â òèêàõ) â àêòèâíîñòü:

𝐴(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
Ñîí, 𝑡 ∈ [20000, 24000) ∪ [0, 8000)

Ðàáîòà, 𝑡 ∈ [9000, 16000)

Ñáîð/Ñîöèàëèçàöèÿ, 𝑡 ∈ [8000, 9000) ∪ [16000, 20000)

Теорема 10.4 (Îïòèìàëüíîñòü ðàñïèñàíèÿ). Ðàñïèñàíèå æèòåëåé ìàêñèìèçèðóåò ôóíê-
öèþ ïîëåçíîñòè:

𝑈 = 𝛼work · 𝑇work + 𝛼rest · 𝑇rest + 𝛼social · 𝑇social
ãäå 𝑇work = 7 ÷àñîâ, 𝑇rest = 10 ÷àñîâ, 𝑇social = 7 ÷àñîâ, è âåñà 𝛼 îïðåäåëÿþòñÿ ýìïèðè÷åñêè.

10.5 Торговая система

Определение 10.4 (Òîðãîâàÿ ñäåëêà). Òîðãîâàÿ ñäåëêà � ýòî êîðòåæ 𝑇 = (𝐼give, 𝐼get, 𝑝, 𝑥max, 𝑢),
ãäå:

� 𝐼give = {(𝑖𝑡𝑒𝑚𝑖, 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑖)} � ìóëüòèìíîæåñòâî îòäàâàåìûõ ïðåäìåòîâ

� 𝐼get = {(𝑖𝑡𝑒𝑚𝑗, 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑗)} � ìóëüòèìíîæåñòâî ïîëó÷àåìûõ ïðåäìåòîâ

� 𝑝 ∈ N � áàçîâàÿ öåíà â èçóìðóäàõ

� 𝑥max ∈ N � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èñïîëüçîâàíèé

� 𝑢 ∈ N � òåêóùåå êîëè÷åñòâî èñïîëüçîâàíèé

Замечание (Ðåáàëàíñ òîðãîâëè (Villager Trade Rebalance)). Íà÷èíàÿ ñ âåðñèè 1.20.2 è
îêîí÷àòåëüíî â 1.21, ââåäåíà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ (íûíå ñòàíäàðòíàÿ) ôóíêöèÿ, ñâÿçûâà-
þùàÿ íåêîòîðûå âèäû ñäåëîê ñ áèîìîì ïîÿâëåíèÿ æèòåëÿ. Íàïðèìåð, áèáëèîòåêàðè èç
ïóñòûíè ïðåäëàãàþò çà÷àðîâàííûå êíèãè ñ ÷àðàìè ¾Çàùèòà îò îãíÿ¿, à èç òàéãè � ¾Ýô-
ôåêòèâíîñòü¿. Áèáëèîòåêàðè èç äæóíãëåé ìîãóò ïðîäàâàòü êíèãè ñ ¾Ø¼ëêîâûì êàñàíè-
åì¿. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñäåëîê íåîáõîäèìî ïóòåøåñòâîâàòü
ìåæäó áèîìàìè èëè ïåðåñåëÿòü æèòåëåé.

Теорема 10.5 (Äèíàìèêà öåíû è ñêèäêè). Èòîãîâàÿ öåíà ñäåëêè îïðåäåëÿåòñÿ ñ ó÷¼òîì
ôàêòîðà ñïðîñà, ðåïóòàöèè è ñòàòóñà ¾Ãåðîé äåðåâíè¿, à òàêæå ïîñòîÿííîé ñêèäêè îò
ëå÷åíèÿ çîìáè-æèòåëÿ:

𝑝final = max (1, ⌊𝑝0 · (1 + 0.05𝑢) · (1− 0.2𝑅) ·𝐷demand⌋ −∆cured) ,

ãäå ∆cured = 𝑝0 − 1 äëÿ âûëå÷åííîãî æèòåëÿ (ñêèäêà äî ìèíèìàëüíîé öåíû â 1 èçóìðóä).
Ïîñëå âåðñèè 1.20.2 ïîâòîðíîå ëå÷åíèå îäíîãî è òîãî æå æèòåëÿ áîëåå íå óâåëè÷èâàåò
ñêèäêó � ìàêñèìàëüíàÿ ñêèäêà äîñòèãàåòñÿ ñ ïåðâîé ïðîöåäóðû.

Замечание (Àïïðîêñèìàöèÿ). Ðåàëüíàÿ ìåõàíèêà öåíû â Minecraft çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå:
îíà âêëþ÷àåò öåëî÷èñëåííûå ìíîæèòåëè ñïðîñà (demand), óíèêàëüíûå äëÿ êàæäîãî æèòå-
ëÿ, è íåëèíåéíîå îêðóãëåíèå. Ïðèâåä¼ííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèåé,
ïðèãîäíîé äëÿ îöåíî÷íûõ ðàñ÷¼òîâ, íî íå äëÿ òî÷íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñ âåðñèè 1.20.2 íà
öåíó òàêæå âëèÿåò áèîì æèòåëÿ.

Доказательство. Èç êîäà èãðû: ìíîæèòåëü ñïðîñà âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå êîëè÷åñòâà
ñäåëàííûõ ñäåëîê. Ðåïóòàöèÿ âëèÿåò ëèíåéíî: êàæäûé óðîâåíü ãåðîÿ äåðåâíè äà¼ò ñêèäêó
20%. Êîýôôèöèåíò ñïðîñà èçìåíÿåòñÿ íà ±5% çà èñïîëüçîâàíèå, íî îãðàíè÷åí äèàïàçîíîì
[0.5, 1.5].
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Algorithm 9 Àëãîðèòì òîðãîâëè
Require: Èãðîê 𝑃 ñ èíâåíòàð¼ì 𝐼𝑃 , æèòåëü 𝑉 ñî ñäåëêàìè 𝒯𝑉
Ensure: Óñïåøíîñòü îáìåíà è îáíîâë¼ííûå èíâåíòàðè
for êàæäîé ñäåëêè 𝑇 ∈ 𝒯𝑉 do

if 𝑢𝑇 < 𝑥max è 𝐼𝑃 ñîäåðæèò 𝐼give then
Âû÷èñëèòü òåêóùóþ öåíó 𝑝𝑇 (𝑢𝑇 )
if èãðîê ñîãëàñåí then

Óäàëèòü 𝐼give èç 𝐼𝑃
Äîáàâèòü 𝐼get â 𝐼𝑃
𝑢𝑇 ← 𝑢𝑇 + 1
Îáíîâèòü ðåïóòàöèþ 𝑅(𝑃, 𝑉 )
return óñïåõ

end if
end if

end forreturn íåóäà÷à

10.6 Система профессий и рабочих мест

Определение 10.5 (Ïðîôåññèÿ). Ïðîôåññèÿ � ýòî îòîáðàæåíèå 𝑃𝑟𝑜𝑓 : 𝒲 → 𝒫 , ãäå 𝒲
� ìíîæåñòâî ðàáî÷èõ ìåñò, 𝒫 � ìíîæåñòâî ïðîôåññèé.

Профессия Рабочее место Уровни Уникальные сделки
Áèáëèîòåêàðü Ñòîë çà÷àðîâàíèÿ 5 Êíèãè, êàðòû, êîìïàñ
Îðóæåéíèê Òî÷èëî 5 Áðîíÿ, îðóæèå
Ìÿñíèê Êîïòèëüíÿ 5 Ìÿñî, èçóìðóäû

Ìàñòåð íà âñå ðóêè Êîìïîñòåð 5 Ðàñòåíèÿ, óäîáðåíèÿ

Òàáëèöà 10: Ïðèìåðû ïðîôåññèé è èõ õàðàêòåðèñòèê

Замечание (Èçìåíåíèå òîðãîâëè â âåðñèÿõ 1.20.2+ (Villager Trade Rebalance)). Íà÷èíàÿ
ñ âåðñèè 1.20.2 è â 1.21 áûëà ââåäåíà ñèñòåìà ðåáàëàíñà òîðãîâëè, êîòîðàÿ âêëþ÷àåòñÿ êàê
ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðè ñîçäàíèè ìèðà. Ýòî èçìåíåíèå äåëàåò íåêîòîðûå ñäåëêè
çàâèñèìûìè îò áèîìà, â êîòîðîì ïîÿâèëñÿ æèòåëü:

� Библиотекари èç ðàçíûõ áèîìîâ ïðîäàþò ðàçíûå çà÷àðîâàííûå êíèãè. Íàïðèìåð,
êíèãó ñ ÷àðàìè ¾Áåñêîíå÷íîñòü¿ ìîæíî êóïèòü òîëüêî ó áèáëèîòåêàðÿ èç ïóñòûíè
íà ìàêñèìàëüíîì óðîâíå.

� Оружейники, инструментальщики и кузнецы òàêæå èìåþò áèîì-çàâèñèìûå
ïðåäëîæåíèÿ (àëìàçíîå ñíàðÿæåíèå).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñåõ âèäîâ ñäåëîê èãðîêó íåîáõîäèìî ïóòåøåñòâîâàòü ìåæäó áèîìàìè èëè
ïåðåìåùàòü æèòåëåé.

Теорема 10.6 (Òåîðåìà î ïðèâÿçêå ê ðàáî÷åìó ìåñòó). Æèòåëü áåç ïðîôåññèè ïðèîáðå-
òàåò ïðîôåññèþ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ íåçàíÿòûì ðàáî÷èì ìåñòîì 𝑊 :

𝑃𝑟𝑜𝑓(𝑉 ) = 𝑃𝑟𝑜𝑓(𝑊 ) ïðè óñëîâèè ∄𝑉 ′ : 𝑊𝑜𝑟𝑘𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛(𝑉 ′) = 𝑊
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10.7 Социальная структура и сплетни

Определение 10.6 (Ãðàô ñîöèàëüíûõ ñâÿçåé). Ñîöèàëüíàÿ ñòðóêòóðà äåðåâíè ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ âçâåøåííûì ãðàôîì 𝐺 = (𝑉,𝐸,𝑤), ãäå:

� 𝑉 � ìíîæåñòâî æèòåëåé

� 𝐸 ⊆ 𝑉 × 𝑉 � ð¼áðà (âçàèìîäåéñòâèÿ)

� 𝑤 : 𝐸 → Z � âåñ ðåáðà (èíòåíñèâíîñòü îáùåíèÿ)

Определение 10.7 (Ñïëåòíÿ). Ñïëåòíÿ � ýòî êîðòåæ 𝐺 = (𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒, 𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡, 𝑡𝑦𝑝𝑒, 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒, 𝑡),
ãäå:

� 𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒, 𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡 ∈ 𝑉 ∪ 𝑃𝑙𝑎𝑦𝑒𝑟𝑠 � èñòî÷íèê è öåëü ñïëåòíè

� 𝑡𝑦𝑝𝑒 ∈ {òîðãîâëÿ, óáèéñòâî, ðàçìíîæåíèå}

� 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 ∈ Z � âåëè÷èíà âëèÿíèÿ

� 𝑡 ∈ Z � âðåìÿ ñîçäàíèÿ

Теорема 10.7 (Ðàñïðîñòðàíåíèå ñïëåòåí). Ñïëåòíÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ãðàôó ñîöèàëü-
íûõ ñâÿçåé ñ çàòóõàíèåì:

𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒′ = 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 · 𝑒−𝜆𝑑

ãäå 𝑑 � ðàññòîÿíèå â ãðàôå, 𝜆 = 0.1 � êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ.

10.8 Размножение жителей

Теорема 10.8 (Óñëîâèÿ ðàçìíîæåíèÿ). Äâà æèòåëÿ 𝑉1, 𝑉2 ìîãóò ïðîèçâåñòè ïîòîìñòâî,
åñëè: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∃𝑏1, 𝑏2 ∈ ℬfree : 𝑏1 ̸= 𝑏2,

𝐹𝑜𝑜𝑑1 + 𝐹𝑜𝑜𝑑2 ≥ 𝐹min,

‖𝑟⃗(𝑉1)− 𝑟⃗(𝑉2)‖ ≤ 𝑅breed,

∆𝑡last breed ≥ 𝑇cooldown.

ãäå 𝐹min = 12 (ñóììà ïèùåâûõ î÷êîâ), 𝑅breed = 5 áëîêîâ, 𝑇cooldown = 3000 òèêîâ.

Доказательство. Èç ìåõàíèêè èãðû: êàæäûé æèòåëü äîëæåí èìåòü äîñòóï ê îòäåëüíîé
êðîâàòè. Ïèùåâûå î÷êè íàêàïëèâàþòñÿ ïðè ñáîðå óðîæàÿ èëè òîðãîâëå. Äåò¼íûø ïîÿâ-
ëÿåòñÿ ÷åðåç 20 òèêîâ ïîñëå íà÷àëà àíèìàöèè ðàçìíîæåíèÿ.

10.9 Превращение в ведьму

Определение 10.8 (Óñëîâèå òðàíñôîðìàöèè). Æèòåëü ïðåâðàùàåòñÿ â âåäüìó ïðè âû-
ïîëíåíèè: ⎧⎪⎨⎪⎩

Ìîëíèÿ,

¬Óêðûòèå,
𝑅luck < 𝑝transform.

ãäå 𝑝transform = 0.25 � âåðîÿòíîñòü òðàíñôîðìàöèè.

Теорема 10.9 (Ñîõðàíåíèå ñâîéñòâ ïðè òðàíñôîðìàöèè). Ïðè ïðåâðàùåíèè â âåäüìó
ñîõðàíÿþòñÿ:
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� Èíâåíòàðü æèòåëÿ

� Èìÿ (åñëè áûëî íàçíà÷åíî)

� Ðåïóòàöèÿ ñ èãðîêàìè

Ïðîôåññèÿ è òîðãîâûå ñäåëêè òåðÿþòñÿ.

10.10 Влияние статусов эффектов

Эффект Влияние на торговлю Влияние на поведение
Ãåðîé äåðåâíè Öåíû ×0.8 Óñêîðåíèå ðàçìíîæåíèÿ
Íåâåçåíèå Öåíû ×1.33 Çàìåäëåíèå ðàçìíîæåíèÿ
Ðåãåíåðàöèÿ Óñêîðåíèå ëå÷åíèÿ Íåò
Îòðàâëåíèå Íåò Áåã ê äîìó

Òàáëèöà 11: Âëèÿíèå ýôôåêòîâ ñòàòóñà íà æèòåëåé

10.11 Оптимизация экономики деревни

Теорема 10.10 (Ðàâíîâåñèå ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ). Â äåðåâíå ñ 𝑛 æèòåëÿìè ïðîôåññèè
𝑝 è 𝑚 èãðîêàìè, òîðãóþùèìè ðåñóðñîì 𝑟, óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâíîâåñíàÿ öåíà:

𝑝*𝑟 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝐷𝑖(𝑟) +

∑︀𝑚
𝑗=1 𝑑𝑗(𝑟)∑︀𝑛

𝑖=1 𝑆𝑖(𝑟)

ãäå 𝐷𝑖(𝑟) � ñïðîñ æèòåëÿ 𝑖, 𝑑𝑗(𝑟) � ñïðîñ èãðîêà 𝑗, 𝑆𝑖(𝑟) � ïðåäëîæåíèå æèòåëÿ 𝑖.

Доказательство. Èç ìèêðîýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè: öåíà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ðàâåíñòâå
ñîâîêóïíîãî ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ. Â Minecraft ñïðîñ æèòåëåé ôèêñèðîâàí àëãîðèòìîì,
íî èãðîêè ìîãóò âëèÿòü íà íåãî, ñîçäàâàÿ èñêóññòâåííûé äåôèöèò.

Задачи для отработки

1. Äîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî æèòåëåé â äåðåâíå îãðàíè÷åíî ñâåðõó êî-
ëè÷åñòâîì êðîâàòåé: 𝑁max = |ℬ|.

2. Ðàññ÷èòàéòå îïòèìàëüíîå ñîîòíîøåíèå ïðîôåññèé â äåðåâíå äëÿ ìàêñèìèçàöèè òîð-
ãîâûõ âîçìîæíîñòåé ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäûé òèï ðåñóðñà äîëæåí áûòü äîñòóïåí
õîòÿ áû ó îäíîãî æèòåëÿ.

3. Ïîñòðîéòå ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñïëåòåí â äåðåâíå èç 10 æèòåëåé, ñîåäèí¼ííûõ
ïîëíûì ãðàôîì. Íàéäèòå âðåìÿ, çà êîòîðîå ñïëåòíÿ äîñòèãíåò âñåõ æèòåëåé.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà òîðãîâëè æèòåëåé íå äîïóñêàåò àðáèòðàæà (ïîëó÷åíèÿ ïðè-
áûëè áåç ðèñêà çà ñ÷¼ò öåïî÷êè îáìåíîâ).

5. Ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì àâòîìàòè÷åñêîé ôåðìû äëÿ ðàçâåäåíèÿ æèòåëåé ñ çàäàííûì
ðàñïðåäåëåíèåì ïðîôåññèé.
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11 Боевая система

Áîåâàÿ ñèñòåìà â Minecraft ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïëåêñíóþ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ, îñ-
íîâàííóþ íà äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîé ìàòåìàòèêå, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìîäèôèöèðîâàí-
íûõ çàêîíàõ ìåõàíèêè. Äàííûé ðàçäåë ôîðìàëèçóåò âñå àñïåêòû íàíåñåíèÿ óðîíà, çàùèòû
è ñïåöèàëüíûõ àòàê â âåðñèè Java Edition 1.17+.

11.1 Полная модель нанесения урона

Определение 11.1 (Ïîëíàÿ ôîðìóëà óðîíà). Óðîí, íàíîñèìûé àòàêîé, ñóùåñòâåííî ðàç-
ëè÷àåòñÿ ìåæäó Java Edition è Bedrock Edition. Ïðèâåä¼ì ðàçäåëüíûå âûðàæåíèÿ.

Java Edition

𝐷JE =
(︀
𝐵 +𝐷enchant + 3𝐸

)︀
· 𝐶 · 𝐴armor · (1−𝑅protection) · (1−𝑅resistance) ·𝑀difficulty,

ãäå:

� 𝐵 � áàçîâûé óðîí îðóæèÿ (òàáëèöà ??);

� 𝐸 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} � óðîâåíü ýôôåêòà ¾Ñèëà¿;

� 𝐷enchant � ñóììàðíûé äîïîëíèòåëüíûé óðîí îò çà÷àðîâàíèé (Îñòðîòà, Íåáåñíàÿ êàðà,
Áè÷ ÷ëåíèñòîíîãèõ);

� 𝐶 � ìíîæèòåëü êðèòè÷åñêîãî óäàðà (1.5 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé, èíà÷å 1.0);

� 𝐴armor � êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ áðîí¼é;

� 𝑅protection � çàùèòà îò çà÷àðîâàíèÿ ¾Çàùèòà¿ è åãî ñïåöèàëèçèðîâàííûõ àíàëîãîâ;

� 𝑅resistance � ñîïðîòèâëåíèå îò ýôôåêòà ¾Ñîïðîòèâëåíèå¿ (1− 0.2 · óðîâåíü);

� 𝑀difficulty � ìíîæèòåëü ñëîæíîñòè (0.5, 0.75 èëè 1.0).

Bedrock Edition Â Bedrock Edition ýôôåêò ¾Ñèëà¿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ðåêóððåíòíîé ôîð-
ìóëå, à óðîí îò çà÷àðîâàíèé îêðóãëÿåòñÿ âíèç:

𝑑0 = 𝐵 +𝐷BE
enchant,

𝑑𝑘 = 1.3 𝑑𝑘−1 + 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝐸,

𝐷BE =
⌊︀
𝑑𝐸
⌋︀
· 𝐶 · 𝐴armor · (1−𝑅protection) · (1−𝑅resistance) ·𝑀difficulty,

ãäå 𝐷BE
enchant � ñóììà óðîíà îò çà÷àðîâàíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ äà¼ò ôèêñèðîâàííóþ ïðè-

áàâêó (äëÿ Îñòðîòû 1.25 çà óðîâåíü, äëÿ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ � 2.5 çà óðîâåíü).
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11.2 Детализация компонентов формулы

11.2.1 Базовый урон оружия и атак

Тип оружия Базовый урон (B) Скорость атаки (удар/сек)
Äåðåâÿííûé ìå÷ 4.0 1.6
Êàìåííûé ìå÷ 5.0 1.6
Æåëåçíûé ìå÷ 6.0 1.6
Àëìàçíûé ìå÷ 7.0 1.6

Íåçåðèòîâûé ìå÷ 8.0 1.6
Àòàêà ãîëûìè ðóêàìè 1.0 4.0

Òàáëèöà 12: Áàçîâûå ïàðàìåòðû îðóæèÿ â Minecraft 1.17+

Теорема 11.1 (Óðîí â åäèíèöó âðåìåíè (DPS)). Òåîðåòè÷åñêèé ìàêñèìàëüíûé óðîí â
ñåêóíäó äëÿ îðóæèÿ ñ áàçîâûì óðîíîì 𝐵 è ñêîðîñòüþ àòàêè 𝑆:

𝐷𝑃𝑆max =
𝐵 · (1 + 0.1 · 5) +𝐷enchant,max

𝑇cooldown
· 𝑆

ãäå 𝑇cooldown � âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîñëå ïîëíîé çàðÿäêè àòàêè (0.625ñ äëÿ ìå÷åé),
𝐷enchant,max � ìàêñèìàëüíûé áîíóñ îò çà÷àðîâàíèé.

11.2.2 Зачарования оружия и их математическая модель

Определение 11.2 (Àääèòèâíàÿ ìîäåëü çà÷àðîâàíèé). Áîíóñíûé óðîí îò çà÷àðîâàíèé
âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñóììà:

𝐷enchant =
𝑛∑︁

𝑖=1

∆𝑖 · (1 + 0.5 · (𝐿𝑖 − 1))

ãäå ∆𝑖 � áàçîâûé ïðèðîñò îò çà÷àðîâàíèÿ òèïà 𝑖, 𝐿𝑖 � åãî óðîâåíü.

Зачарование Базовый прирост (∆) Макс. уровень Формула для уровня 𝐿
Îñòðîòà 1.0 5 1.0 · 𝐿

Íåáåñíàÿ êàðà 2.5 5 2.5 · 𝐿 (ïðîòèâ ëåòàþùèõ)
Áè÷ ÷ëåíèñòîíîãèõ 2.5 5 2.5 · 𝐿 (ïðîòèâ ÷ëåíèñòîíîãèõ)

Óäàð 1.5 3 1.5 + 0.5 · (𝐿− 1)
Îòäà÷à 0.0 2 � (òîëüêî îòáðàñûâàíèå)

Òàáëèöà 13: Ïàðàìåòðû çà÷àðîâàíèé îðóæèÿ

Теорема 11.2 (Îïòèìàëüíîå çà÷àðîâàíèå ïðîòèâ êîíêðåòíîãî òèïà ìîáîâ). Äëÿ ìîáà
òèïà 𝑇 ñ ìíîæèòåëåì óÿçâèìîñòè 𝑉𝑇 îïòèìàëüíîå çà÷àðîâàíèå ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèþ:

𝑓(𝐿1, 𝐿2, . . . , 𝐿𝑛) =

(︃
𝐵 +

𝑛∑︁
𝑖=1

∆𝑖 · (1 + 0.5(𝐿𝑖 − 1)) · 𝐼𝑇 (𝑖)

)︃
· 𝑉𝑇

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
∑︀

𝐿𝑖 ≤ 𝐿total, ãäå 𝐼𝑇 (𝑖) = 1, åñëè çà÷àðîâàíèå 𝑖 ýôôåêòèâíî ïðîòèâ òèïà
𝑇 .
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11.3 Броня и защита

11.3.1 Детализированная модель брони

Определение 11.3 (Ðàñøèðåííàÿ ôîðìóëà áðîíè). Êîýôôèöèåíò çàùèòû áðîíè âû÷èñ-
ëÿåòñÿ êàê:

𝐴armor = 1−min

(︂
0.8,

𝐴𝑃

5
· 0.04 + 0.02 · 𝐸𝑃 + 0.03 · 𝑇𝑃

)︂
ãäå:

� 𝐴𝑃 ∈ [0, 30] � î÷êè áðîíè (Armor Points)

� 𝐸𝑃 ∈ [0, 20] � î÷êè ñòîéêîñòè (Toughness Points)

� 𝑇𝑃 ∈ [0, 20] � î÷êè ïðî÷íîñòè (çà÷àðîâàíèå ¾Ïðî÷íîñòü¿)

Теорема 11.3 (Ýôôåêòèâíîñòü çàùèòû â çàâèñèìîñòè îò óðîíà). Ôóíêöèÿ𝐴armor(𝐴𝑃,𝐸𝑃, 𝑇𝑃 )
ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. 𝜕𝐴
𝜕𝐴𝑃

= −0.008 ïðè 𝐴𝑃 < 25− 2.5𝐸𝑃 − 3.75𝑇𝑃

2. 𝜕𝐴
𝜕𝐸𝑃

= −0.02 ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ

3. 𝜕𝐴
𝜕𝑇𝑃

= −0.03 ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ

4. 𝐴armor ≥ 0.2 äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé

Доказательство. Ïðîèçâîäíûå ñëåäóþò èç ëèíåéíîñòè ôîðìóëû äî äîñòèæåíèÿ ïîðîãà
0.8. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå 0.2 äîñòèãàåòñÿ ïðè ìàêñèìàëüíîé çàùèòå: 1− 0.8 = 0.2.

11.3.2 Зачарования брони и их комбинаторика

Зачарование Тип защиты Формула Макс. уровень
Çàùèòà Îáùàÿ 𝑅protection = 0.04 · 𝐿 4

Çàùèòà îò ñíàðÿäîâ Ñíàðÿäû 𝑅projectile = 0.08 · 𝐿 4
Âçðûâîóñòîé÷èâîñòü Âçðûâû 𝑅explosion = 0.12 · 𝐿 4

Íåâåñîìîñòü Ïàäåíèå 𝑅fall = 0.16 · 𝐿 4

Òàáëèöà 14: Çà÷àðîâàíèÿ áðîíè è èõ ýôôåêòèâíîñòü

Теорема 11.4 (Ïðèíöèï ìèíèìóìà äëÿ ñïåöèôè÷åñêèõ çàùèò). Ïðè àòàêå òèïà 𝑇 ñ óðî-
íîì 𝐷base îáùàÿ çàùèòà âû÷èñëÿåòñÿ êàê:

𝑅total = max(𝑅protection, 𝑅𝑇 )

ãäå 𝑅𝑇 � ñïåöèàëèçèðîâàííàÿ çàùèòà îò àòàêè òèïà 𝑇 .
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11.4 Критические удары и их механика

Определение 11.4 (Óñëîâèå êðèòè÷åñêîãî óäàðà). Êðèòè÷åñêèé óäàð ïðîèñõîäèò ïðè
âûïîëíåíèè:

𝐶 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1.5, åñëè

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑣𝑦 < −0.1,
íå â ïîë¼òå,

íå íà ëåñòíèöå,

çàðÿäêà ≥ 0.8

1.0, èíà÷å

ãäå 𝑣𝑦 � âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü èãðîêà â ìîìåíò óäàðà.

Теорема 11.5 (Âåðîÿòíîñòü êðèòè÷åñêîãî óäàðà â PvP). Â PvP-áîþ ñ ó÷åòîì ëàãà è
÷åëîâå÷åñêîãî ôàêòîðà, ýôôåêòèâíàÿ âåðîÿòíîñòü íàíåñåíèÿ êðèòè÷åñêîãî óäàðà:

𝑃crit =
𝑇charge − 𝑇reaction

𝑇window
· (1− 𝛼lag)

ãäå 𝑇charge = 0.625ñ � âðåìÿ ïîëíîé çàðÿäêè, 𝑇reaction � âðåìÿ ðåàêöèè ïðîòèâíèêà, 𝑇window
� âðåìåííîå îêíî äëÿ êîíòðàòàêè.

11.5 Дальний бой и баллистика

11.5.1 Механика лука и арбалета

Определение 11.5 (Äèíàìèêà ñòðåëû). Òðàåêòîðèÿ ñòðåëû îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

𝑑𝑟⃗

𝑑𝑡
= 𝑣⃗,

𝑑𝑣⃗

𝑑𝑡
= 𝑔⃗ − 𝑘𝑣⃗ + 𝑤⃗rand

ãäå 𝑘 = 0.01ñ−1 � êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà, 𝑤⃗rand � ñëó÷àéíîå îòêëîíåíèå
(äðåéô).

Теорема 11.6 (Ìàêñèìàëüíàÿ äàëüíîñòü ïîëåòà ñòðåëû). Ïðè íà÷àëüíîé ñêîðîñòè 𝑣0 è
óãëå áðîñàíèÿ 𝜃 ìàêñèìàëüíàÿ äàëüíîñòü:

𝑅max =
𝑣20 sin 2𝜃

𝑔
· (1− 𝑒−𝑘𝑇 )

ãäå 𝑇 � âðåìÿ ïîëåòà äî ïàäåíèÿ.

Доказательство. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ñîïðîòèâëåíèåì, ïðîïîðöèîíàëüíûì
ñêîðîñòè. Ýêñïîíåíöèàëüíûé ÷ëåí ó÷èòûâàåò ïîòåðþ ñêîðîñòè èç-çà ñîïðîòèâëåíèÿ âîç-
äóõà.

11.5.2 Зачарования для дальнего боя

Зачарование Эффект Формула Макс. уровень
Ñèëà Óâåëè÷åíèå óðîíà 𝐵 = 2.0 · (1 + 0.25𝐿) 5
Îòäà÷à Îòáðàñûâàíèå ∆𝑥 = 0.5 · 𝐿 áëîêîâ 2

Ãîðÿùàÿ ñòðåëà Ïîäæèãàíèå 𝑃ignite = 0.2 · 𝐿 1
Áåñêîíå÷íîñòü Ïîçâîëÿåò ñòðåëÿòü èç ëóêà, íå ðàñõîäóÿ îáû÷íûå ñòðåëû. Äëÿ ðàáîòû íåîáõîäèìà õîòÿ áû îäíà ñòðåëà â èíâåíòàðå. Íåñîâìåñòèìî ñ çà÷àðîâàíèåì ¾Ïî÷èíêà¿. 1 1

Òàáëèöà 15: Çà÷àðîâàíèÿ äëÿ ëóêà
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11.6 Взрывы и их физика

11.6.1 Модель взрывного урона

Определение 11.6 (Ðàäèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü óðîíà îò âçðûâà). Óðîí â òî÷êå íà ðàññòî-
ÿíèè 𝑟 îò ýïèöåíòðà:

𝐷(𝑟) = max

(︂
0,

⌊︂
𝐷0 ·

(︁
1− 𝑟

𝑅

)︁2
· 𝑒−𝛼𝑟

⌋︂)︂
ãäå:

� 𝐷0 � áàçîâûé óðîí â ýïèöåíòðå

� 𝑅 � ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ âîçäåéñòâèÿ

� 𝛼 = 0.1 � êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ â ñðåäå

Теорема 11.7 (Îáùèé óðîí ïî ïëîùàäè). Èíòåãðàëüíûé óðîí ïî êðóãîâîé îáëàñòè ðàäè-
óñîì 𝑅:

𝐷total =

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝑅

0

𝐷(𝑟) · 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 = 2𝜋𝐷0

∫︁ 𝑅

0

(︁
1− 𝑟

𝑅

)︁2
𝑒−𝛼𝑟𝑟 𝑑𝑟

0 1 2 3 4
0

10

20

30

40

50

60

Ðàññòîÿíèå 𝑟 (áëîêè)

Ó
ðî
í
𝐷
(𝑟
)

𝐷(𝑟) = 60
(︀
1− 𝑟

4

)︀2
𝑒−0.1𝑟

Экспериментальные значения

Ðèñ. 29: Çàâèñèìîñòü óðîíà îò ðàññòîÿíèÿ äëÿ âçðûâà TNT (áàçîâûé óðîí 𝐷0 = 60, ðàäèóñ
𝑅 = 4). Ó÷òåíî çàòóõàíèå â ñðåäå (𝛼 = 0.1).

11.6.2 Взаимодействие взрывов с окружением

Теорема 11.8 (Ðàçðóøåíèå áëîêîâ). Áëîê ñ ïðî÷íîñòüþ 𝐻 íà ðàññòîÿíèè 𝑟 ðàçðóøàåòñÿ
âçðûâîì ìîùíîñòè 𝑃 , åñëè:

𝑃

𝑟2
· (1 + 0.3𝜉) > 𝐻 · 𝜏material

ãäå 𝜉 ∼ 𝑈(0, 1) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, 𝜏material � êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëà.
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11.7 Магические атаки и эффекты статусов

11.7.1 Зелья и их математическая модель

Определение 11.7 (Ýôôåêò çåëüÿ). Çåëüå òèïà 𝑃 ñ óðîâíåì 𝐿 è äëèòåëüíîñòüþ 𝑇 ñî-
çäàåò ýôôåêò:

𝐸(𝑡) = 𝐴 · 𝐿 · 𝑒−𝜆𝑡 · 𝐼[0,𝑇 ](𝑡)

ãäå 𝐴 � àìïëèòóäà ýôôåêòà, 𝜆 � êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ.

Зелье Амплитуда (A) Длительность (T) Формула
Óðîí -3.0/óðîâåíü ìãíîâåííî 𝐷 = 3.0 · 𝐿

Èñöåëåíèå +2.0/óðîâåíü ìãíîâåííî 𝐻 = 2.0 · 𝐿
Ñèëà +0.2/óðîâåíü 90 · 2𝐿−1ñ 𝐵bonus = 0.2 · 𝐿

Çàðàæåíèå (Infestation) � ìãíîâåííî Ïðè ïîïàäàíèè ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.1 çà óðîâåíü ïðèçûâàåò 1�2 ÷åøóéíèö, êîòîðûå àòàêóþò öåëü

Òàáëèöà 16: Ïàðàìåòðû áîåâûõ çåëèé

11.7.2 Накладывание эффектов

Теорема 11.9 (Êîìïîçèöèÿ ýôôåêòîâ). Ïðè îäíîâðåìåííîì äåéñòâèè 𝑛 ýôôåêòîâ îäíîãî
òèïà ñ ïàðàìåòðàìè (𝐴𝑖, 𝐿𝑖, 𝑇𝑖) ðåçóëüòèðóþùèé ýôôåêò:

𝐸total(𝑡) = min

(︃
𝐸max,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖𝐿𝑖𝑒
−𝜆𝑖𝑡𝐼[0,𝑇𝑖](𝑡)

)︃

ãäå 𝐸max � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ äàííîãî òèïà ýôôåêòà.

Замечание. Â âåðñèè 1.21 äîáàâëåíî çåëüå çàðàæåíèÿ (Infestation), êîòîðîå âàðèòñÿ èç
êàìíÿ è ãðóáîãî çåëüÿ. Ïðè ïîïàäàíèè ïî ñóùåñòâó ñ âåðîÿòíîñòüþ 10% çà óðîâåíü ïðè-
çûâàåòñÿ 1�2 ÷åøóéíèöû, âðàæäåáíûå ê öåëè.

11.7.3 Ветряной заряд (Wind Charge)

Определение 11.8 (Âåòðÿíîé çàðÿä). Âåòðÿíîé çàðÿä � ñíàðÿä, âûïóñêàåìûé õðàíè-
òåëåì (Breeze) èëè èãðîêîì. Ïðè ïîïàäàíèè ñîçäà¼ò âçðûâ, êîòîðûé íå ðàçðóøàåò áëî-
êè, íî îêàçûâàåò ñèëüíîå îòáðàñûâàþùåå äåéñòâèå íà ñóùíîñòè è àêòèâèðóåò ðåäñòîóí-
êîìïîíåíòû (êíîïêè, íàæèìíûå ïëèòû è ò.ä.) â ðàäèóñå 3 áëîêîâ. Óðîí îò ïðÿìîãî ïîïà-
äàíèÿ îòñóòñòâóåò, íî óðîí îò ïàäåíèÿ ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíûì.

Теорема 11.10 (Èìïóëüñ âåòðÿíîãî çàðÿäà). Ñóùíîñòü ìàññîé𝑚 â ðàäèóñå 𝑟 îò ýïèöåíòðà
ïîëó÷àåò èìïóëüñ:

𝑝 =
𝑟⃗

|𝑟⃗|
· 3𝑚 · 𝑒−0.5𝑟.

Ñèëà îòáðàñûâàíèÿ óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðàññòîÿíèåì.
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11.8 Особые атаки мобов и игрока

11.8.1 Атаки с особыми эффектами

Моб/Умение Базовый урон Особый эффект Вероятность
Êðèïåð (âçðûâ) 49 Ïîäæèãàíèå 0.3
Âåäüìà (çåëüå) 6-12 Îòðàâëåíèå íà 45ñ 1.0
Ñòðàéäåð (ëàâà) 4 Ïîäæèãàíèå íà 7ñ 0.5

Èãðîê (òàðàí ùèòîì) 3 Îòáðàñûâàíèå 1.0

Òàáëèöà 17: Îñîáûå àòàêè ñóùåñòâ

11.8.2 Механика щита

Определение 11.9 (Èñïîëüçîâàíèå ùèòà). Ùèò àêòèâèðóåòñÿ íàæàòèåì ïðàâîé êíîïêè
ìûøè. Äëÿ âñòóïëåíèÿ â àêòèâíóþ ôàçó òðåáóåòñÿ 5 игровых тиков (0.25 секунды).
Â àêòèâíîé ôàçå ùèò áëîêèðóåò âñå àòàêè, íàïðàâëåííûå íà èãðîêà ñïåðåäè (â ïðåäåëàõ
ïðèìåðíî 180 ãðàäóñîâ).

Теорема 11.11 (Áëîêèðîâàíèå óðîíà). Ïðè óñïåøíîì áëîêèðîâàíèè àòàêè óðîí ïîëíî-
ñòüþ ïðåäîòâðàùàåòñÿ. Ùèò òåðÿåò ïðî÷íîñòü, ðàâíóþ áàçîâîìó óðîíó àòàêè (îêðóãë¼í-
íîìó âíèç) ïëþñ 1:

Ïîòåðÿ ïðî÷íîñòè = ⌊𝐷base⌋+ 1.

Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò àòàêè, íàíîñÿùèå ìåíåå 3 åäèíèö óðîíà (íàïðèìåð, ñëàáûå ìîáû)
� îíè íå òðàòÿò ïðî÷íîñòü ùèòà.

Теорема 11.12 (Îòáðàñûâàíèå àòàêóþùåãî). Ïðè áëîêèðîâàíèè àòàêè áëèæíåãî áîÿ (êðî-
ìå àòàê ñ êîñâåííûì óðîíîì) àòàêóþùèé ïîëó÷àåò îòáðàñûâàíèå. Ñèëà îòáðàñûâàíèÿ
ôèêñèðîâàíà è íå çàâèñèò îò ñèëû óäàðà.

Теорема 11.13 (Îòêëþ÷åíèå ùèòà (Disable)). Àòàêà òîïîðîì èìååò ôèêñèðîâàííûé øàíñ
îòêëþ÷èòü ùèò ïðîòèâíèêà íà 5 ñåêóíä:

𝑃disable = 0.25 (25%).

Çà÷àðîâàíèå ¾Ðàçðóøèòåëü¿ (Cleaving) íå ðåàëèçîâàíî â âàíèëüíîé âåðñèè èãðû, ïîýòîìó
áàçîâàÿ âåðîÿòíîñòü íå ìîäèôèöèðóåòñÿ.

Доказательство. Ìåõàíèêà âçÿòà èç êîäà èãðû è ïîäòâåðæäåíà Minecraft Wiki.

11.8.3 Булава (Mace)

Определение 11.10 (Áóëàâà). Булава � îðóæèå áëèæíåãî áîÿ, äîáàâëåííîå â âåðñèè
1.21. Èìååò áàçîâûé óðîí 6 è ñêîðîñòü àòàêè 0.6 óäàðîâ â ñåêóíäó. Óíèêàëüíàÿ ìåõàíèêà:
äîïîëíèòåëüíûé óðîí, ïðîïîðöèîíàëüíûé âûñîòå ïàäåíèÿ àòàêóþùåãî ïåðåä óäàðîì:

𝐷mace = 6 + ⌊0.5 ·∆ℎ⌋ ,

ãäå ∆ℎ � âûñîòà ïàäåíèÿ â áëîêàõ (íå ìåíåå 1.5 áëîêà äëÿ àêòèâàöèè áîíóñà). Áîíóñíûé
óðîí îãðàíè÷åí ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì +20.

Зачарование Эффект Макс. уровень Несовместимость
Ïëîòíîñòü (Density) Óâåëè÷èâàåò áîíóñíûé óðîí îò ïàäåíèÿ íà 0.5 çà óðîâåíü 5 Ïðîáèâàíèå
Ïðîáèâàíèå (Breach) Èãíîðèðóåò 15% çàùèòû áðîíè çà óðîâåíü 4 Ïëîòíîñòü

Âåòðÿíîé çàðÿä (Wind Burst) Ïðè óäàðå ñîçäà¼ò âçðûâ, ïîäáðàñûâàþùèé àòàêóþùåãî; ñ êàæäûì óðîâíåì óìåíüøàåò êóëäàóí 3 �

Òàáëèöà 18: Çà÷àðîâàíèÿ äëÿ áóëàâû
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11.9 Восстановление здоровья и абсорбция

11.9.1 Механика регенерации

Определение 11.11 (Äèíàìèêà çäîðîâüÿ). Èçìåíåíèå çäîðîâüÿ èãðîêà îïèñûâàåòñÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 𝜌regen − 𝜌damage + 𝜎random

ãäå 𝜌regen � ñêîðîñòü ðåãåíåðàöèè, çàâèñÿùàÿ îò ñûòîñòè è ýôôåêòîâ.

Теорема 11.14 (Âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ äî ïîëíîãî çäîðîâüÿ). Ïðè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè
ðåãåíåðàöèè 𝜌 èç çäîðîâüÿ 𝐻0 äî 𝐻max = 20:

𝑇recover =
𝐻max −𝐻0

𝜌

Çíà÷åíèå 𝜌 çàâèñèò îò óðîâíÿ ñûòîñòè:

𝜌 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0.0125 HP/òèê, åñëè Food > 18

0.0, åñëè 6 < Food ≤ 18

−0.0125 HP/òèê, åñëè Food ≤ 6

11.9.2 Абсорбция и временные здоровья

Определение 11.12 (Ýôôåêò àáñîðáöèè). Àáñîðáöèÿ äîáàâëÿåò âðåìåííûå î÷êè çäîðî-
âüÿ 𝐴, êîòîðûå ðàñõîäóþòñÿ ïåðâûìè:

𝐻effective = 𝐻real + 𝐴, 𝐴 ≥ 0

Ïðè ïîëó÷åíèè óðîíà 𝐷: 𝐴new = max(0, 𝐴old −𝐷).

11.10 Вероятностные модели и мета-игра

11.10.1 Распределение урона в PvP

Теорема 11.15 (Ðàñïðåäåëåíèå îáùåãî óðîíà â äóýëè). Â äóýëè äëèòåëüíîñòüþ 𝑇 ìåæäó
èãðîêàìè ñ DPS 𝑑1, 𝑑2 è âåðîÿòíîñòÿìè ïîïàäàíèÿ 𝑝1, 𝑝2 îáùèé íàíåñåííûé óðîí:

𝐷total ∼ NegBin

(︂
𝑇 · 𝑝1,

𝑑1
𝑑1 + 𝑑2

)︂
+ NegBin

(︂
𝑇 · 𝑝2,

𝑑2
𝑑1 + 𝑑2

)︂
ãäå NegBin(k, p) � îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

11.10.2 Оптимизация снаряжения

Теорема 11.16 (NP-òðóäíîñòü îïòèìèçàöèè ñíàðÿæåíèÿ). Çàäà÷à âûáîðà îïòèìàëüíîãî
íàáîðà çà÷àðîâàíèé äëÿ ìàêñèìèçàöèè ýôôåêòèâíîñòè â áîþ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Доказательство. Ñâåä¼ì çàäà÷ó î ðþêçàêå (Knapsack) ê çàäà÷å âûáîðà íàáîðà çà÷àðîâà-
íèé. Ïóñòü äàíû ïðåäìåòû 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 ñ âåñîì 𝑤𝑖 (ñòîèìîñòü çà÷àðîâàíèÿ â óðîâíÿõ) è öåí-
íîñòüþ 𝑣𝑖 (ïðèðîñò ýôôåêòèâíîñòè). Òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü

∑︀
𝑣𝑖𝑥𝑖 ïðè

∑︀
𝑤𝑖𝑥𝑖 ≤ 𝑊 .

Êàæäîìó ïðåäìåòó ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çà÷àðîâàíèå ñ óðîâíåì 1 (áèíàðíûé âûáîð).
Îãðàíè÷åíèå ïî áþäæåòó � ìàêñèìàëüíàÿ ñóììà óðîâíåé. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ � DPS. Òà-
êèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è î ðþêçàêå äà¼ò îïòèìàëüíûé íàáîð çà÷àðîâàíèé, è íàîáîðîò.
Ïîñêîëüêó çàäà÷à î ðþêçàêå NP-òðóäíà, òî è çàäà÷à âûáîðà çà÷àðîâàíèé NP-òðóäíà.
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Algorithm 10 Àëãîðèòì îïòèìèçàöèè ñíàðÿæåíèÿ äëÿ PvP
Require: Ìíîæåñòâî äîñòóïíûõ ïðåäìåòîâ ℐ, áþäæåò î÷êîâ çà÷àðîâàíèÿ 𝐵
Ensure: Îïòèìàëüíûé íàáîð ïðåäìåòîâ 𝑆 ⊆ ℐ
Èíèöèàëèçèðîâàòü 𝑆 ← ∅, 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒← 0
Ïîñòðîèòü ãðàô ñîâìåñòèìîñòè çà÷àðîâàíèé 𝐺 = (𝑉,𝐸)
for êàæäîãî ïðåäìåòà 𝑖 ∈ ℐ do

Ðåøèòü çàäà÷ó î ðþêçàêå äëÿ çà÷àðîâàíèé ïðåäìåòà 𝑖 ñ áþäæåòîì 𝐵
Âû÷èñëèòü ýôôåêòèâíîñòü 𝑒𝑖 = DPS × âûæèâàåìîñòü
if 𝑒𝑖 > 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 è ñîâìåñòèì ñ 𝑆 then

𝑆 ← 𝑆 ∪ {𝑖}, 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒← 𝑒𝑖
end if

end forreturn 𝑆

11.11 Экспериментальная верификация моделей

Параметр Теоретическое значение Экспериментальное Погрешность
Óðîí àëìàçíîãî ìå÷à ñ îñòðîòîé V 7 + 5 = 12 11.9 ± 0.3 0.8%

Çàùèòà àëìàçíîé áðîíè (ïîëíûé ñåò) 80% 79.6% ± 0.5% 0.5%
Äàëüíîñòü ïîëåòà ñòðåëû (ìàêñ.) 48 áëîêîâ 46.2 ± 1.5 3.8%

Âðåìÿ ãîðåíèÿ îò îãíåííîãî àñïåêòà 4 ñåêóíäû 3.9 ± 0.2 2.5%

Òàáëèöà 19: Âåðèôèêàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

Задачи для отработки

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íàíåñåíèè óðîíà ìå÷îì ñ çà÷àðîâàíèåì ¾Íåáåñíàÿ êàðà¿ V ïî
ôàíòîìó óðîí óâåëè÷èâàåòñÿ â 2.5 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì ìå÷îì.

2. Ðàññ÷èòàéòå îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå î÷êîâ çà÷àðîâàíèÿ ìåæäó ¾Îñòðîòîé¿ è
¾Óäàðîì¿ äëÿ PvP ñ ó÷åòîì âåðîÿòíîñòè êðèòè÷åñêèõ óäàðîâ 30%.

3. Ñìîäåëèðóéòå äóýëü äâóõ èãðîêîâ ñ îäèíàêîâûì ñíàðÿæåíèåì, íî ðàçíîé òî÷íîñòüþ
ñòðåëüáû èç ëóêà (70% vs 90%).

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âçðûâå TNT ðÿäîì ñ èãðîêîì â ïîëíîé íåçåðèòîâîé áðîíå ñ
¾Âçðûâîóñòîé÷èâîñòüþ¿ IV óðîí íå ïðåâûñèò 2 HP.

5. Ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì àâòîìàòè÷åñêîãî âûáîðà çåëèé äëÿ áîÿ ïðîòèâ ãðóïïû èç 3
çîìáè, 2 ñêåëåòîâ è 1 êðèïåðà.
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12 Зачарования

12.1 Формальная система зачарований

Çà÷àðîâàíèå â Minecraft ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ïðåäìåòîâ â ïðî-
ñòðàíñòâî óëó÷øåííûõ ñîñòîÿíèé ñ äèñêðåòíûìè óðîâíÿìè ìîùíîñòè è îãðàíè÷åíèÿìè
ñîâìåñòèìîñòè.

Определение 12.1 (Çà÷àðîâàíèå). Зачарование � ýòî êîðòåæ 𝐸 = (𝑡, 𝑙, 𝑐,ℱ , ℐ), ãäå:
� 𝑡 ∈ 𝒯 � òèï çà÷àðîâàíèÿ (íàïðèìåð, "Îñòðîòà "Ïðî÷íîñòü")

� 𝑙 ∈ {1, 2, . . . , 𝐿max(𝑡)} � óðîâåíü çà÷àðîâàíèÿ

� 𝑐 ∈ N � ñòîèìîñòü â óðîâíÿõ îïûòà

� ℱ ⊆ ℐ � ìíîæåñòâî ïðåäìåòîâ, ñîâìåñòèìûõ ñ çà÷àðîâàíèåì

� ℐ ⊆ ℰ � ìíîæåñòâî çà÷àðîâàíèé, íåñîâìåñòèìûõ ñ äàííûì

Определение 12.2 (Ïðîñòðàíñòâî çà÷àðîâàííûõ ñîñòîÿíèé). Äëÿ ïðåäìåòà òèïà 𝐼 ìíî-
æåñòâî âîçìîæíûõ çà÷àðîâàííûõ ñîñòîÿíèé:

𝒮𝐼 =

{︃
(𝐸1, 𝐸2, . . . , 𝐸𝑛) | 𝐸𝑖 ∈ ℰ ,

{︃
∀𝑖, 𝑗 : 𝐸𝑖 ñîâìåñòèì ñ 𝐸𝑗,

∀𝑖 : 𝐼 ∈ ℱ𝐸𝑖

}︃
Замечание (Èçìåíåíèÿ â ñèñòåìå çà÷àðîâàíèé ñ âåðñèè 1.21). Íà÷èíàÿ ñ âåðñèè 1.21, ñè-
ñòåìà çà÷àðîâàíèé ñòàëà óïðàâëÿåìîé äàííûìè (data-driven). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðàìåò-
ðû çà÷àðîâàíèé (âåñà, óðîâíè, ñòîèìîñòü, ýôôåêòû è èõ êîìáèíàöèè) çàäàþòñÿ â JSON-
ôàéëàõ äàòàïàêîâ. Äëÿ îáû÷íîãî èãðîêà â âàíèëüíîé èãðå ýòî èçìåíåíèå ïî÷òè íåçàìåòíî,
íî îíî äà¼ò ñîçäàòåëÿì êàðò è ìîäîâ áåñïðåöåäåíòíóþ ãèáêîñòü â íàñòðîéêå: òåïåðü ìîæíî
ñîçäàâàòü ñîâåðøåííî íîâûå çà÷àðîâàíèÿ, êîìáèíèðóÿ ñóùåñòâóþùèå ýôôåêòû, èëè ïîë-
íîñòüþ ìåíÿòü ìåõàíèêó èìåþùèõñÿ. Ïðèâåä¼ííûå â äàííîì ðàçäåëå ôîðìóëû è òàáëèöû
îïèñûâàþò ñòàíäàðòíîå (âàíèëüíîå) ïîâåäåíèå èãðû, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ ïî óìîë÷àíèþ.

12.2 Теория вероятностей зачарования

12.2.1 Определение уровня зачарования

Óðîâåíü çà÷àðîâàíèÿ (îïûò, îòîáðàæàåìûé çåë¼íûì ÷èñëîì) äëÿ êàæäîãî èç òð¼õ ñëîòîâ
ñòîëà çà÷àðîâàíèé âû÷èñëÿåòñÿ â äâà ýòàïà.

Определение 12.3 (Áàçîâàÿ ñèëà çà÷àðîâàíèÿ). Áàçîâàÿ ñèëà 𝐵 îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷å-
ñòâîì êíèæíûõ ïîëîê 𝑏 (0 ≤ 𝑏 ≤ 15) è ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè:

𝐵 = 𝑅(1, 8) +

⌊︂
𝑏

2

⌋︂
+𝑅(0, 𝑏),

ãäå 𝑅(𝑥, 𝑦) � öåëîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîå íà îòðåçêå [𝑥; 𝑦] âêëþ-
÷èòåëüíî.

Определение 12.4 (Ìîäèôèêàöèÿ äëÿ ñëîòîâ). Èòîãîâûå óðîâíè çà÷àðîâàíèÿ äëÿ âåðõ-
íåãî, ñðåäíåãî è íèæíåãî ñëîòîâ:

𝐿top = max

(︂⌊︂
𝐵

3

⌋︂
, 1

)︂
,

𝐿middle =

⌊︂
2𝐵

3
+ 1

⌋︂
,

𝐿bottom = max (𝐵, 2𝑏) .
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12.2.2 Выбор зачарований

Äëÿ êàæäîãî ñëîòà ñ âû÷èñëåííûì óðîâíåì 𝐿 èãðà âûáèðàåò îäíî èëè íåñêîëüêî çà÷àðî-
âàíèé ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

1. Ðàññ÷èòûâàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé óðîâåíü 𝐿mod = 𝐿+𝑅(0, ⌊𝑒/4⌋)+𝑅(0, ⌊𝑒/4⌋)+1,
ãäå 𝑒 � çà÷àðîâûâàåìîñòü ïðåäìåòà (ìàòåðèàë, òèï).

2. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê âñåõ çà÷àðîâàíèé, ñîâìåñòèìûõ ñ äàííûì ïðåäìåòîì è äîñòè-
æèìûõ ïðè óðîâíå 𝐿mod.

3. Êàæäîìó çà÷àðîâàíèþ íàçíà÷åí **âåñ** 𝑤 (öåëîå ÷èñëî, ñì. òàáëèöû). Âûáîð ïðî-
èñõîäèò ìåòîäîì âçâåøåííîé ñëó÷àéíîé âûáîðêè:

� Âû÷èñëÿåòñÿ ñóììà âåñîâ âñåõ ïîäõîäÿùèõ çà÷àðîâàíèé 𝑇 =
∑︀

𝑤𝑖.

� Ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíîå ÷èñëî 𝑟 ∈ [0, 𝑇 ).

� Ïåðåáèðàþòñÿ çà÷àðîâàíèÿ, èç îáùåãî âåñà âû÷èòàåòñÿ 𝑤𝑖, ïîêà ðàçíîñòü íå
ñòàíåò îòðèöàòåëüíîé � ïîñëåäíåå çà÷àðîâàíèå âûáèðàåòñÿ.

4. Âåðîÿòíîñòü âûáîðà êîíêðåòíîãî çà÷àðîâàíèÿ ðàâíà 𝑃 = 𝑤𝑖/𝑇 .

5. Ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ (çàâèñÿùåé îò 𝐿) ê âûáðàííîìó çà÷àðîâàíèþ ìîæåò äîáà-
âèòüñÿ âòîðîå, òðåòüå è ò.ä. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî çà÷àðîâàíèé îãðàíè÷åíî, íî
â îáùåì ñëó÷àå ðàñò¼ò ñ óðîâíåì.

Теорема 12.1 (Ðàñïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà çà÷àðîâàíèé). ×èñëî çà÷àðîâàíèé 𝑁 , ïîëó÷à-
åìûõ çà îäíó îïåðàöèþ, ïîä÷èíÿåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííîìó ãåîìåòðè÷åñêîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ. Äëÿ áîëüøèíñòâà óðîâíåé 𝐿 ≥ 20 âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü äâà èëè òðè çà÷àðîâàíèÿ
áëèçêà ê 1, íî òî÷íàÿ ôîðìóëà îòñóòñòâóåò â îòêðûòîì èñõîäíîì êîäå è çàâèñèò îò ãåíå-
ðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

12.3 Зачарования оружия

12.3.1 Ближний бой

Зачарование Формула урона Макс. уровень Вес Несовместимость
Îñòðîòà ∆𝐷JE = 1.0 · 𝑙 (ïðèáàâêà ê áàçîâîìó óðîíó), ∆𝐷BE = 1.25 · 𝑙 5 10 Íåáåñíàÿ êàðà, Áè÷ ÷ëåíèñòîíîãèõ

Íåáåñíàÿ êàðà ∆𝐷 = 2.5𝑙 (ïðîòèâ ëåòàþùèõ) 5 5 Îñòðîòà, Áè÷ ÷ëåíèñòîíîãèõ
Áè÷ ÷ëåíèñòîíîãèõ ∆𝐷 = 2.5𝑙 (ïðîòèâ ÷ëåíèñòîíîãèõ) 5 5 Îñòðîòà, Íåáåñíàÿ êàðà

Îòäà÷à ∆𝑣 = 0.5𝑙 áëîêîâ/òèê 2 5 �
Çàãîâîð îãíÿ 𝑃воспламенение = 0.2𝑙 2 2 �

Äîáû÷à
Êîëè÷åñòâî äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäìåòîâ:
𝑁extra ∼ Binomial(𝑙, 1

𝑙+1
);

ìàêñèìàëüíûé ìíîæèòåëü äðîïà = 𝑙
3 15 Ø¼ëêîâîå êàñàíèå

Òàáëèöà 20: Çà÷àðîâàíèÿ äëÿ îðóæèÿ áëèæíåãî áîÿ (ìå÷è, òîïîðû)

12.3.2 Дальний бой

Зачарование Описание Макс. уровень Вес Совместимость

Ñèëà
JE: 𝐷 = 𝐷base · (1 + 0.25𝑙)
BE: 𝐷 = ⌊1.3𝐷base + 1⌋ (ðåêóððåíòíî äëÿ êàæäîãî óðîâíÿ) 5 10 Âñå êðîìå íåêîòîðûõ*

Îòäà÷à ∆𝑣 = 0.5𝑙 2 5 Âñå
Ãîðÿùàÿ ñòðåëà 𝑃 = 0.2𝑙, 𝑇 = 4𝑙 òèêîâ 1 2 Âñå

Áåñêîíå÷íîñòü
Ïîçâîëÿåò ñòðåëÿòü èç ëóêà, íå ðàñõîäóÿ îáû÷íûå ñòðåëû.
Äëÿ ðàáîòû íåîáõîäèìà õîòÿ áû îäíà ñòðåëà â èíâåíòàðå.

1 1 Íåñîâì. ñ Ïî÷èíêîé

Òàáëèöà 21: Çà÷àðîâàíèÿ äëÿ ëóêà
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Теорема 12.2 (Îïòèìàëüíûé óðîâåíü Ñèëû). Äëÿ ëóêà ñ áàçîâûì óðîíîì𝐵 îïòèìàëüíûé
óðîâåíü Ñèëû äëÿ ìàêñèìèçàöèè DPS:

𝑙опт = min

(︂
5,

⌊︂
4𝐵 − 1

0.25

⌋︂)︂
Доказательство. Óðîí ñòðåëû: 𝐷 = (𝐵 + 0.25𝑙+ 0.25) · (1− 𝛼𝑡), ãäå 𝛼 � êîýôôèöèåíò ñî-
ïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà. DPS ïðîïîðöèîíàëåí𝐷 è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí âðåìåíè çàðÿäêè.
Ìàêñèìèçàöèÿ ïî 𝑙 ïðè îãðàíè÷åíèè ñòîèìîñòè äàåò óêàçàííóþ ôîðìóëó.

12.3.3 Трезубец

Зачарование Формула Макс. уровень Особенность
Âåðíîñòü 𝑣возвр = 0.5 + 0.1𝑙 3 Òîëüêî â âîäå/äîæäå
Ðàçðÿä 𝐷эл = 2.5𝑙 5 Ïðè ïîïàäàíèè ìîëíèè

Ïðîíçàíèå ∆𝐷 = 0.5𝑙 (ïðîòèâ âîäíûõ) 5 Àíàëîã Íåáåñíîé êàðû

Òàáëèöà 22: Ñïåöèàëüíûå çà÷àðîâàíèÿ òðåçóáöà

12.4 Зачарования брони

12.4.1 Общая защита

Определение 12.5 (Ýôôåêòèâíîñòü çàùèòû). Îáùèé êîýôôèöèåíò ñíèæåíèÿ óðîíà äëÿ
áðîíè ñ çà÷àðîâàíèÿìè:

𝑅общ = 1− (1−𝑅броня) ·
𝑛∏︁

𝑖=1

(1−𝑅𝑖)

ãäå 𝑅броня � çàùèòà îò áðîíè, 𝑅𝑖 � çàùèòà îò 𝑖-ãî çà÷àðîâàíèÿ.

Зачарование Формула защиты Макс. уровень Тип урона Вес
Çàùèòà 𝑅 = 0.04𝑙 4 Âñå 10

Çàùèòà îò ñíàðÿäîâ 𝑅 = 0.08𝑙 4 Ñíàðÿäû 5
Âçðûâîóñòîé÷èâîñòü 𝑅 = 0.12𝑙 4 Âçðûâû 5

Íåâåñîìîñòü 𝑅 = 0.16𝑙 4 Ïàäåíèå 5

Òàáëèöà 23: Çà÷àðîâàíèÿ çàùèòû áðîíè

12.4.2 Специальные зачарования брони

Зачарование Формула эффекта Макс. уровень Применимость Вес
Ïîäâîäíîå äûõàíèå 𝑇возд = 300 · (1 + 0.33𝑙) 3 Øëåì 2

Ïîäâîäíèê (Depth Strider)
Óìåíüøàåò çàìåäëåíèå îò âîäû.
Ñêîðîñòü ïåðåäâèæåíèÿ â âîäå:
𝑣вода = 𝑣ходьба ·min(1, 0.2 + 0.2𝑙).

3 Ñàïîãè 2

Ïîäâîäíàÿ äîáû÷à (Aqua A�nity)
Óâåëè÷èâàåò ñêîðîñòü äîáû÷è áëîêîâ ïîä âîäîé äî
íîðìàëüíîé (êàê íà ñóøå). Íå èìååò óðîâíåé.

1 Øëåì 2

Ïðî÷íîñòü 𝑃сохр = 1− 1
𝑙+1

3 Âñÿ áðîíÿ 5

Òàáëèöà 24: Ñïåöèàëüíûå çà÷àðîâàíèÿ áðîíè
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12.5 Зачарования инструментов

12.5.1 Эффективность добычи

Теорема 12.3 (Âðåìÿ äîáû÷è áëîêà). Âðåìÿ äîáû÷è áëîêà ñ òâ¼ðäîñòüþ 𝐻 èíñòðóìåíòîì
ñ ýôôåêòèâíîñòüþ 𝐸 è çà÷àðîâàíèåì ¾Ýôôåêòèâíîñòü¿ óðîâíÿ 𝑙:

𝑇 =
𝐻

𝐸 · (1 + 0.3𝑙)
· Iправильный инструмент +

𝐻

0.1𝐸
· Iнеправильный инструмент

Зачарование Формула эффекта Макс. уровень Инструменты Вес
Ýôôåêòèâíîñòü 𝑣копания = 1 + 0.3𝑙 5 Êèðêà, ëîïàòà, òîïîð, ìîòûãà 10

Óäà÷à 𝑃удвоения =
𝑙

𝑙+1
3 Êèðêà, ëîïàòà, ìîòûãà 2

Ø¼ëêîâîå êàñàíèå 𝑃сохр = 1 1 Âñå èíñòðóìåíòû 1
Ïðî÷íîñòü 𝑃сохр = 1− 1

𝑙+2
3 Âñå èíñòðóìåíòû 5

Òàáëèöà 25: Îñíîâíûå çà÷àðîâàíèÿ èíñòðóìåíòîâ

12.5.2 Специальные зачарования инструментов

Определение 12.6 (Ôóíêöèÿ âûïàäåíèÿ ïðè Óäà÷å). Êîëè÷åñòâî âûïàäàþùèõ ðåñóðñîâ
ïðè äîáû÷å áëîêà ñ áàçîâûì âûïàäåíèåì 𝐵 è çà÷àðîâàíèåì Óäà÷à óðîâíÿ 𝑙:

𝑁 = 𝐵 +
𝑙∑︁

𝑖=1

𝑋𝑖, 𝑋𝑖 ∼ Bernoulli(𝑝 =
1

𝑖+ 1
)

Доказательство. Ìåõàíèêà Óäà÷è: çà êàæäûé óðîâåíü äîáàâëÿåòñÿ îäèí áðîñîê ìîíåòû
ñ óìåíüøàþùåéñÿ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå: 𝐸[𝑁 ] = 𝐵 +

∑︀𝑙
𝑖=1

1
𝑖+1

.

12.6 Зачарования рыболовных удочек

Зачарование Формула эффекта Макс. уровень Вес Несовместимость
Ïðèìàíêà 𝑇клёв =

1
1+0.25𝑙

3 5 �
Âåçó÷èé ðûáàê 𝑃сокровище = 0.01 + 0.01𝑙 3 2 �
Ïðî÷íîñòü 𝑃сохр = 1− 1

𝑙+2
3 5 �

Òàáëèöà 26: Çà÷àðîâàíèÿ óäî÷åê

Теорема 12.4 (Îïòèìèçàöèÿ âðåìåíè ðûáàëêè). Ïðè çà÷àðîâàíèÿõ Ïðèìàíêà 𝑙1 è Âåçó-
÷èé ðûáàê 𝑙2 ñðåäíåå âðåìÿ äî ïîëó÷åíèÿ ñîêðîâèùà:

𝐸[𝑇 ] =
𝑇баз

1 + 0.25𝑙1
· 1

0.01 + 0.01𝑙2

12.7 Комбинирование зачарований

12.7.1 Математическая модель комбинирования

Определение 12.7 (Ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè êîìáèíèðîâàíèÿ). Ñòîèìîñòü êîìáèíèðîâàíèÿ
äâóõ ïðåäìåòîâ ñ çà÷àðîâàíèÿìè 𝑆1 è 𝑆2:

𝐶(𝑆1, 𝑆2) =
∑︁

𝐸∈𝑆1∪𝑆2

𝑐(𝐸) +
∑︁

𝐸∈𝑆1∩𝑆2

𝛿(𝐸) + 𝛼 · |𝑆1 ∖ 𝑆2| · |𝑆2 ∖ 𝑆1|

ãäå:
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� 𝑐(𝐸) � áàçîâàÿ ñòîèìîñòü çà÷àðîâàíèÿ 𝐸

� 𝛿(𝐸)� äîïîëíèòåëüíàÿ ñòîèìîñòü çà ïîâûøåíèå óðîâíÿ ñóùåñòâóþùåãî çà÷àðîâàíèÿ

� 𝛼 � êîýôôèöèåíò çà íåñîâìåñòèìîñòè (îáû÷íî 1)

Теорема 12.5 (Ìèíèìèçàöèÿ ñòîèìîñòè êîìáèíèðîâàíèÿ). Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè îáùåé
ñòîèìîñòè ïîëó÷åíèÿ öåëåâîãî íàáîðà çà÷àðîâàíèé 𝑆цель èç íà÷àëüíîãî íàáîðà 𝑆0 ÿâëÿåòñÿ
NP-òðóäíîé.

Доказательство. Ñâåäåì çàäà÷ó ê çàäà÷å î ïîêðûòèè ìíîæåñòâà. Êàæäîå çà÷àðîâàíèå �
ýëåìåíò ìíîæåñòâà, à êàæäàÿ îïåðàöèÿ êîìáèíèðîâàíèÿ � ïîäìíîæåñòâî ñ ñòîèìîñòüþ.
Çàäà÷à âûáîðà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè ïîêðûòèÿ öåëåâîãî ìíîæåñòâà èçâåñòíà êàê NP-
òðóäíàÿ.

12.7.2 Оптимальная стратегия комбинирования

Algorithm 11 Àëãîðèòì æàäíîãî êîìáèíèðîâàíèÿ çà÷àðîâàíèé
function OptimizeEnchanting(𝑆цель, ℬ)

𝑆текущ ← ∅, 𝑐𝑜𝑠𝑡← 0
while 𝑆текущ ̸= 𝑆цель do

Íàéòè 𝐸 ∈ 𝑆цель ∖ 𝑆текущ ñ ìèíèìàëüíûì 𝑐(𝐸)
Íàéòè ïðåäìåò 𝑃 ∈ ℬ ñ ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòüþ äîáàâëåíèÿ 𝐸
𝑆текущ ← 𝑆текущ ∪ {𝐸}
𝑐𝑜𝑠𝑡← 𝑐𝑜𝑠𝑡+ 𝐶(𝑆текущ, 𝑃 )

end whilereturn 𝑐𝑜𝑠𝑡
end function

12.8 Влияние книжных полок

Теорема 12.6 (Çàâèñèìîñòü îò êîëè÷åñòâà êíèæíûõ ïîëîê). Ìíîæèòåëü ñèëû çà÷àðîâà-
íèÿ îò 𝑏 êíèæíûõ ïîëîê:

𝑀(𝑏) = 1 +
min(𝑏, 15)

15
· 0.5

Доказательство. Êàæäàÿ êíèæíàÿ ïîëêà â ðàäèóñå 16 áëîêîâ è ñ ïðÿìîé âèäèìîñòüþ
äîáàâëÿåò 0.05 ê ìíîæèòåëþ, ìàêñèìàëüíî 0.75 (15 ïîëîê). Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíûé
ìíîæèòåëü 1 + 0.75 = 1.75.

12.9 Новые зачарования в версиях 1.17+

12.9.1 Зачарование «Быстрое перемещение» для сапог

Определение 12.8 (Ýôôåêò áûñòðîãî ïåðåìåùåíèÿ). Óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè ïåðåäâèæå-
íèÿ ïî çåìëå:

𝑣ходьба = 𝑣баз · (1 + 0.03𝑙 + 0.01𝑙2)

12.9.2 Зачарование «Связность» для брони

Теорема 12.7 (Ýôôåêò ñâÿçíîñòè). Ïðè íîøåíèè ïîëíîãî íàáîðà áðîíè ñ çà÷àâàíèåì
¾Ñâÿçíîñòü¿:

𝑅доп = 0.01𝑙 · Iполный набор
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12.10 Зачарование книг

Тип книги Стоимость Вероятность Особенность
Çà÷àðîâàííàÿ êíèãà 𝑐книга + 𝑐(𝐸) 𝑃 (𝐸|𝑥, 𝑏) Ìîæíî íàëîæèòü íà ëþáîé ñîâìåñòèìûé ïðåäìåò
Èñïîð÷åííàÿ êíèãà 1 ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå Ñîäåðæèò 2-3 ñëó÷àéíûõ çà÷àðîâàíèÿ

Òàáëèöà 27: Òèïû çà÷àðîâàííûõ êíèã

12.11 Вероятностная модель починки

Теорема 12.8 (Âåðîÿòíîñòü ñîõðàíåíèÿ çà÷àðîâàíèé ïðè ïî÷èíêå). Ïðè ïî÷èíêå äâóõ
ïðåäìåòîâ ñ óðîâíÿìè èçíîñà 𝑑1 è 𝑑2:

𝑃сохр =
∏︁

𝐸∈𝑆1∩𝑆2

(︂
1− 𝑑1 + 𝑑2

𝐷max

)︂𝑙(𝐸)

ãäå 𝐷max � ìàêñèìàëüíàÿ ïðî÷íîñòü ïðåäìåòà.

12.12 Стол зачаровывания

Определение 12.9 (Ôóíêöèÿ çà÷àðîâàíèÿ). Ñòîë çà÷àðîâûâàíèÿ ðåàëèçóåò îòîáðàæåíèå
𝑓enchant(𝑥, 𝑙, 𝑏) = (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3), ãäå 𝑥 � ïðåäìåò, 𝑙 � óðîâåíü èãðîêà, 𝑏 � êîëè÷åñòâî êíèæíûõ
ïîëîê, 𝑐𝑖 � ïðåäëàãàåìûå çà÷àðîâàíèÿ.

Теорема 12.9 (Çàâèñèìîñòü îò êíèæíûõ ïîëîê). Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ âûñîêîóðîâíå-
âûõ çà÷àðîâàíèé ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ñ êîëè÷åñòâîì êíèæíûõ ïîëîê â ðàäèóñå 16 áëîêîâ,
äîñòèãàÿ ìàêñèìóìà ïðè 15 ïîëêàõ.

Доказательство. Êîä èãðû âû÷èñëÿåò "îêðóæàþùóþ ñèëó"(environmental power) êàêmin(15, êîëè÷åñòâî äîñòóïíûõ ïîëîê).
Ýòà âåëè÷èíà âëèÿåò íà ñëó÷àéíûé âûáîð óðîâíÿ çà÷àðîâàíèÿ.

12.13 Кузница

Определение 12.10 (Óëó÷øåíèå èíñòðóìåíòîâ). Êóçíèöà (smithing table) âûïîëíÿåò îïå-
ðàöèþ 𝑓smith(𝑏, 𝑢) = 𝑏′, ãäå 𝑏 � áàçîâûé ïðåäìåò, 𝑢 � ìàòåðèàë óëó÷øåíèÿ.

Теорема 12.10 (Ñîõðàíåíèå çà÷àðîâàíèé). Ïðè óëó÷øåíèè ïðåäìåòà â êóçíèöå âñå çà-
÷àðîâàíèÿ áàçîâîãî ïðåäìåòà ñîõðàíÿþòñÿ, åñëè èòîãîâûé ïðåäìåò ïîääåðæèâàåò äàííûå
òèïû çà÷àðîâàíèé.

Задачи для отработки

1. Äîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îäíîâðåìåííûõ çà÷àðîâàíèé íà îäíîì ïðåä-
ìåòå îãðàíè÷åíî ñâåðõó 𝑛max = 6.

2. Ðàññ÷èòàéòå îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êíèæíûõ ïîëîê äëÿ çà÷àðîâàíèÿ àëìàçíîãî
ìå÷à, åñëè êàæäàÿ ïîëêà ñòîèò 3 èçóìðóäà.

3. Ïîñòðîéòå ãðàô ñîâìåñòèìîñòè çà÷àðîâàíèé äëÿ ëóêà è íàéäèòå ìàêñèìàëüíûé íà-
áîð ñîâìåñòèìûõ çà÷àðîâàíèé.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñòðàòåãèÿ "æàäíîãî"êîìáèíèðîâàíèÿ íå âñåãäà äàåò îïòèìàëüíóþ
ñòîèìîñòü.

5. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êîëè÷åñòâà ïîïûòîê ïîëó÷åíèÿ
çà÷àðîâàíèÿ "Ø¼ëêîâîå êàñàíèå"óðîâíÿ 1.
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13 Редстоун

Определение 13.1 (Ðåäñòîóíîâàÿ ñèñòåìà). Ðåäñòîóíîâàÿ ñèñòåìà � ýòî îðèåíòèðîâàí-
íûé ãðàô 𝐺 = (𝑉,𝐸,𝑤, 𝜏) (ñì. îïðåäåëåíèå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà â ðàçäåëå 1.13), ãäå:

� 𝑉 � ìíîæåñòâî êîìïîíåíòîâ (ðåäñòîóí-ïûëü, ïîâòîðèòåëè, êîìïàðàòîðû, ôàêåëû è
ò.ä.),

� 𝐸 � ìíîæåñòâî íàïðàâëåííûõ ñîåäèíåíèé,

� 𝑤 : 𝐸 → {0, 1, . . . , 15} � ñèëà ñèãíàëà íà ðåáðå,

� 𝜏 : 𝑉 → N � çàäåðæêà êîìïîíåíòà â òèêàõ.

Теорема 13.1 (Ñâÿçíîñòü ðåäñòîóíîâîãî ãðàôà). Äëÿ ëþáîé äîñòèæèìîé ïàðû âåðøèí
(𝑢, 𝑣) â ðåäñòîóíîâîì ãðàôå ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé ïóòü 𝑃 = (𝑢 = 𝑣0, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 = 𝑣)
òàêîé, ÷òî:

∀𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1} : (𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1) ∈ 𝐸

è äëÿ âñåõ 𝑖 ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íåíàðàñòàíèÿ ñèãíàëà:

𝑤(𝑣𝑖−1, 𝑣𝑖) ≥ 𝑤(𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1)

Доказательство. Ñèãíàë ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî â íàïðàâëåíèè ð¼áåð ãðàôà. Óñëîâèå
íåíàðàñòàíèÿ ñëåäóåò èç ôèçèêè èãðû: ñèãíàë íå ìîæåò óñèëèòüñÿ ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç
ïðîâîäíèê áåç àêòèâíîãî êîìïîíåíòà (ïîâòîðèòåëÿ). Êàæäûé ïðîâîäíèê óìåíüøàåò ñèëó
ñèãíàëà íà 1 çà áëîê.

13.1 Физика редстоунового сигнала

13.1.1 Распространение сигнала по проводникам

Определение 13.2 (Äèñêðåòíîå óðàâíåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ). Ñèëà ñèãíàëà 𝑠(𝑟⃗, 𝑡) â òî÷-
êå 𝑟⃗ = (𝑥, 𝑦, 𝑧) â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 (â òèêàõ) îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî:

𝑠(𝑟⃗, 𝑡) = max

(︂
0, max

𝑟⃗′∈𝑁(𝑟⃗)
(𝑠(𝑟⃗′, 𝑡− 1)− 𝑑(𝑟⃗, 𝑟⃗′))

)︂
,

ãäå 𝑁(𝑟⃗) � ìíîæåñòâî ñîñåäíèõ áëîêîâ, ïîäêëþ÷åííûõ ê 𝑟⃗, à 𝑑(𝑟⃗, 𝑟⃗′) � çàòóõàíèå ïðè
ïåðåõîäå:

𝑑(𝑟⃗, 𝑟⃗′) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, åñëè ïåðåõîä ãîðèçîíòàëüíûé ÷åðåç ïûëü,

0, åñëè ïåðåõîä âåðòèêàëüíûé âíèç ÷åðåç íåïðîçðà÷íûé áëîê,

∞, èíà÷å (íåò ñîåäèíåíèÿ).

Теорема 13.2 (Ìàêñèìàëüíàÿ äàëüíîñòü ïåðåäà÷è). Ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòî-
ðîå ìîæåò áûòü ïåðåäàí ñèãíàë áåç óñèëèòåëåé, ðàâíî 15 áëîêàì ïðè ãîðèçîíòàëüíîì
ðàñïðîñòðàíåíèè ÷åðåç ðåäñòîóí-ïûëü.

Доказательство. Ïóñòü íà÷àëüíàÿ ñèëà ñèãíàëà 𝑠0 = 15. Ïðè êàæäîì ãîðèçîíòàëüíîì
ïåðåõîäå ÷åðåç áëîê ïûëè ñèãíàë óìåíüøàåòñÿ íà 1: 𝑠𝑖+1 = 𝑠𝑖−1. Òîãäà ÷åðåç 𝑛 ïåðåõîäîâ:
𝑠𝑛 = 15 − 𝑛. Ñèãíàë ñóùåñòâóåò ïîêà 𝑠𝑛 > 0, ò.å. 𝑛 < 15. Ïðè 𝑛 = 15 ïîëó÷àåì 𝑠15 = 0 �
ñèãíàë èñ÷åçàåò.
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Теорема 13.3 (Âåðòèêàëüíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ñèãíàëà). Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ñèãíàëà
âíèç ÷åðåç íåïðîçðà÷íûé áëîê ñèëà ñèãíàëà íå èçìåíÿåòñÿ:

𝑠(𝑥, 𝑦 − 1, 𝑧, 𝑡+ 1) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡).

Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ââåðõ ñèãíàë ìîæåò ïðîéòè òîëüêî ÷åðåç ñïåöèàëüíûå êîìïîíåíòû
(ïîâòîðèòåëè, íàïðàâëåííûå ââåðõ).

Замечание (Ðàçëè÷èÿ â ïåðåäà÷å ñèãíàëà ìåæäó Java Edition è Bedrock Edition). Ìå-
õàíèêè ðåäñòîóíà èìåþò ôóíäàìåíòàëüíûå ðàçëè÷èÿ íà äâóõ ïëàòôîðìàõ, ÷òî ñëåäóåò
ó÷èòûâàòü ïðè ñîçäàíèè óíèâåðñàëüíûõ ñõåì:

� Вертикальная передача сигнала вверх: Â Java Edition ñèãíàë ìîæåò áûòü ïå-
ðåäàí ââåðõ òîëüêî ÷åðåç ñïåöèàëüíûå êîìïîíåíòû (ïîâòîðèòåëè, íàáëþäàòåëè) èëè
ïóò¼ì ñëîæíûõ ìåõàíèçìîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëóáëîêîâ è òâ¼ðäûõ áëîêîâ ñáîêó.
Â Bedrock Edition ñèãíàë ìîæåò ïåðåäàâàòüñÿ ââåðõ íàïðÿìóþ ÷åðåç íåïðîçðà÷íûé
áëîê ïðîñòîé ðåäñòîóí-ïûëüþ, ðàñïîëîæåííîé íà í¼ì.

� Квазисвязность (Quasi-Connectivity): Ýòî ñâîéñòâî, ïîçâîëÿþùåå àêòèâèðîâàòü
ïîðøåíü, ðàñïîëîæåííûé íàä àêòèâèðîâàííûì áëîêîì, õàðàêòåðíî òîëüêî äëÿ Java

Edition. Â Bedrock Edition êâàçèñâÿçíîñòü îòñóòñòâóåò.

� Порядок обновления тиков: Èç-çà ðàçëè÷èé â âíóòðåííåé àðõèòåêòóðå èãð, ïîðÿ-
äîê îáðàáîòêè ñèãíàëîâ â ñëîæíûõ öåïÿõ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàçíîìó
ïîâåäåíèþ, êàçàëîñü áû, èäåíòè÷íûõ êîíñòðóêöèé.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñõåì äëÿ êîíêðåòíîé âåðñèè ýòè ðàçëè÷èÿ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü.

13.1.2 Затухание сигнала и его восстановление

Определение 13.3 (Êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ). Äëÿ êàæäîãî òèïà ïðîâîäíèêà îïðåäåë¼í
êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ 𝛼 ∈ [0, 1]:

� Ðåäñòîóí-ïûëü: 𝛼 = 1 (ïîëíîå çàòóõàíèå çà 15 áëîêîâ)

� Ðåäñòîóí-áëîê: 𝛼 = 0 (íåò çàòóõàíèÿ)

� Íàáëþäàòåëü: 𝛼 = 0 (ïåðåäà¼ò ñèãíàë áåç ïîòåðü)

Теорема 13.4 (Âîññòàíîâëåíèå ñèãíàëà ïîâòîðèòåëåì). Ïîâòîðèòåëü ñ çàäåðæêîé 𝜏 è
âõîäíûì ñèãíàëîì 𝑠𝑖𝑛 âûäàåò âûõîäíîé ñèãíàë:

𝑠𝑜𝑢𝑡(𝑡+ 𝜏) =

{︃
15, åñëè 𝑠𝑖𝑛(𝑡) > 0,

0, èíà÷å.

Доказательство. Ïîâòîðèòåëü � àêòèâíûé êîìïîíåíò, êîòîðûé ïîëíîñòüþ âîññòàíàâëè-
âàåò ñèëó ñèãíàëà äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 15, åñëè íà âõîäå åñòü íåíóëåâîé ñèãíàë.
Çàäåðæêà 𝜏 ∈ {1, 2, 3, 4} òèêîâ äîáàâëÿåòñÿ èñêóññòâåííî äëÿ ñèíõðîíèçàöèè ñõåì.
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13.2 Редстоуновые компоненты как булевы функции

13.2.1 Базовые логические элементы

Определение 13.4 (Ðåäñòîóíîâûé ïîâòîðèòåëü êàê áóôåð). Ïîâòîðèòåëü ðåàëèçóåò ôóíê-
öèþ áóôåðà ñ çàäåðæêîé:

𝑓repeater(𝑥, 𝜏) = 𝑥 ñ çàäåðæêîé 𝜏.

Определение 13.5 (Ðåäñòîóíîâûé ôàêåë êàê èíâåðòîð). Ðåäñòîóíîâûé ôàêåë ðåàëèçóåò
ëîãè÷åñêîå ÍÅ:

𝑓torch(𝑥) = ¬𝑥 =

{︃
1, åñëè 𝑥 = 0,

0, åñëè 𝑥 = 1.

Теорема 13.5 (Èíâåðòèðóþùåå ñâîéñòâî ôàêåëà). Ôàêåë, ðàçìåù¼ííûé íà áëîêå 𝐵, ãàñ-
íåò (âûäà¼ò ñèãíàë 0), êîãäà áëîê 𝐵 ïîëó÷àåò ñèãíàë ñèëîé > 0, è çàæèãàåòñÿ (âûäà¼ò
ñèãíàë 15), êîãäà áëîê 𝐵 íå ïîëó÷àåò ñèãíàëà.

Доказательство. Ïî ìåõàíèêå èãðû, ôàêåë ÿâëÿåòñÿ èíâåðòèðóþùèì ýëåìåíòîì. Êîãäà
áëîê, íà êîòîðîì ðàçìåù¼í ôàêåë, àêòèâèðóåòñÿ, ôàêåë ïîëó÷àåò ïèòàíèå è ãàñíåò. Ýòî
ñîîòâåòñòâóåò òàáëèöå èñòèííîñòè äëÿ ÍÅ: âûõîä = 0 ïðè âõîäå = 1, è âûõîä = 1 ïðè
âõîäå = 0.

ôàêåëâõîä âûõîä

ÍÅ

(a) Èíâåðòîð (ôàêåë)
𝑥

𝑦

𝑥 ∨ 𝑦

ÈËÈ

(b) Äèçúþíêòîð (ïûëü)

âõîäû

𝑥 ∧ 𝑦

È

(c) Êîíúþíêòîð (íà
ôàêåëàõ)

Ðèñ. 30: Ðåàëèçàöèÿ áàçîâûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ðåäñòîóíà: èíâåðòîð (ôàêåë),
äèçúþíêòîð (îáúåäèíåíèå ïðîâîäîâ), êîíúþíêòîð (ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå èíâåðòî-
ðîâ).

13.2.2 Комбинационные схемы

Определение 13.6 (Ñõåìà È íà ôàêåëàõ). Ñõåìà È ðåàëèçóåòñÿ êàê äâà ïîñëåäîâàòåëüíî
ñîåäèí¼ííûõ èíâåðòîðà (ôàêåëà) ñ ïîñëåäóþùåé èíâåðñèåé:

𝑓AND(𝑥, 𝑦) = ¬(¬𝑥 ∨ ¬𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦.

Определение 13.7 (Ñõåìà ÈËÈ íà ïûëè). Ñõåìà ÈËÈ ðåàëèçóåòñÿ ïðîñòûì îáúåäèíå-
íèåì ëèíèé ðåäñòîóíà:

𝑓OR(𝑥, 𝑦) =

{︃
1, åñëè 𝑥 > 0 èëè 𝑦 > 0,

0, èíà÷å.

Теорема 13.6 (Ïîëíîòà ðåäñòîóíîâîé áóëåâîé àëãåáðû). Ñèñòåìà ôàêåë (ÍÅ), ñõåìà ÈËÈ
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé äëÿ ðåàëèçàöèè ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè.

Доказательство. Ïî òåîðåìå î ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòå, äëÿ ðåàëèçàöèè ëþáîé áóëåâîé
ôóíêöèè äîñòàòî÷íî èìåòü îïåðàöèè ÍÅ è ÈËÈ. Ôàêåë ðåàëèçóåò ÍÅ, à îáúåäèíåíèå
ëèíèé ðåäñòîóíà ðåàëèçóåò ÈËÈ. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ðå-
àëèçîâàíà êîìáèíàöèåé ýòèõ ýëåìåíòîâ.
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Algorithm 12 Ñèíòåç ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè â ðåäñòîóíå
Require: Áóëåâà ôóíêöèÿ 𝑓 : {0, 1}𝑛 → {0, 1}, çàäàííàÿ òàáëèöåé èñòèííîñòè
Ensure: Ðåäñòîóíîâàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ 𝑓
Ïðåäñòàâèòü 𝑓 â ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå (ÑÄÍÔ):

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
⋁︁

𝑓(𝑐)=1

(︃
𝑛⋀︁

𝑖=1

𝑙𝑐𝑖𝑖

)︃

ãäå 𝑙𝑐𝑖𝑖 = 𝑥𝑖, åñëè 𝑐𝑖 = 1, è ¬𝑥𝑖, åñëè 𝑐𝑖 = 0
Äëÿ êàæäîãî êîíúþíêòà ïîñòðîèòü ñõåìó È íà ôàêåëàõ
Îáúåäèíèòü âûõîäû âñåõ êîíúþíêòîâ ÷åðåç ñõåìó ÈËÈ
Îïòèìèçèðîâàòü ñõåìó, óäàëÿÿ èçáûòî÷íûå ýëåìåíòû
return îïòèìèçèðîâàííàÿ ðåäñòîóíîâàÿ ñõåìà

13.3 Редстоуновый компаратор

Определение 13.8 (Ôóíêöèÿ êîìïàðàòîðà â ðåæèìå ñðàâíåíèÿ). Â ðåæèìå ñðàâíåíèÿ
êîìïàðàòîð ñ òðåìÿ âõîäàìè (çàäíèé 𝐴, áîêîâûå 𝐵1, 𝐵2) âûäà¼ò âûõîäíîé ñèãíàë:

𝑠out =

{︃
𝑠𝐴, 𝑠𝐴 ≥ max(𝑠𝐵1 , 𝑠𝐵2),

0, èíà÷å.

Определение 13.9 (Ôóíêöèÿ êîìïàðàòîðà â ðåæèìå âû÷èòàíèÿ).

𝑠out = max(0, 𝑠𝐴 −max(𝑠𝐵1 , 𝑠𝐵2)).

Теорема 13.7 (Ëèíåéíîñòü ôóíêöèè âû÷èòàíèÿ). Ôóíêöèÿ âû÷èòàíèÿ êîìïàðàòîðà ÿâ-
ëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé:

𝑓(𝑠𝐴, 𝑠𝐵) = max(0, 𝑠𝐴 − 𝑠𝐵),

ãäå 𝑠𝐵 = max(𝑠𝐵1 , 𝑠𝐵2).

Доказательство. Ïî îïðåäåëåíèþ, âûõîä ðàâåí ðàçíîñòè âõîäíûõ ñèãíàëîâ, åñëè îíà
íåîòðèöàòåëüíà, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè 𝑓(𝑥, 𝑦) = max(0, 𝑥−
𝑦), êîòîðàÿ ëèíåéíà ïðè 𝑥 ≥ 𝑦 è ïîñòîÿííà ïðè 𝑥 < 𝑦.

13.3.1 Измерение заполненности контейнеров

Теорема 13.8 (Ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ èçìåðåíèÿ). Äëÿ êîíòåéíåðà ñ 𝑁 ñëîòàìè, ãäå
𝑖-é ñëîò ñîäåðæèò 𝑐𝑖 ïðåäìåòîâ èç ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà 𝑚𝑖, âûõîäíîé ñèãíàë êîìïà-
ðàòîðà:

𝑠out =

⌊︃
14 ·

∑︀𝑁
𝑖=1 𝑐𝑖∑︀𝑁
𝑖=1 𝑚𝑖

⌋︃
+ I{∑︀ 𝑐𝑖>0}.

Доказательство. Èãðà âû÷èñëÿåò "óðîâåíü çàïîëíåííîñòè"êîíòåéíåðà êàê îòíîøåíèå ñóì-
ìàðíîãî êîëè÷åñòâà ïðåäìåòîâ ê ñóììàðíîé âìåñòèìîñòè. Ýòîò óðîâåíü óìíîæàåòñÿ íà 14,
îêðóãëÿåòñÿ âíèç, è äîáàâëÿåòñÿ 1, åñëè â êîíòåéíåðå åñòü õîòÿ áû îäèí ïðåäìåò.
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13.4 Поршень

Определение 13.10 (Óñëîâèå ñìåùåíèÿ áëîêîâ). Áëîê ìîæåò áûòü ñìåù¼í ïîðøíåì,
åñëè âñå áëîêè â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñäâèãàåìûìè è äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ:{︃

∀𝑖 ∈ [1, 𝑘] : movable(𝑏𝑖),

∃ïóñòîå ìåñòî ïîñëå 𝑏𝑘.

Теорема 13.9 (Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñäâèãàåìûõ áëîêîâ). Îáû÷íûé è ëèïêèé ïîðø-
íè ìîãóò ñäâèãàòü äî 12 áëîêîâ îäíîâðåìåííî.

13.5 Временные характеристики и синхронизация

13.5.1 Задержки компонентов

Компонент Задержка (тики) Задержка (секунды)
Ðåäñòîóí-ïûëü (1 áëîê) 1 0.05
Ïîâòîðèòåëü (ìèí) 1 0.05
Ïîâòîðèòåëü (ìàêñ) 4 0.20

Êîìïàðàòîð 1 0.05
Íàáëþäàòåëü 2 0.10

Ëàìïà ðåäñòîóíà 2 0.10
Ïîðøåíü/ëèïêèé ïîðøåíü 3 0.15

Òàáëèöà 28: Çàäåðæêè ðåäñòîóíîâûõ êîìïîíåíòîâ â Minecraft 1.17+

Теорема 13.10 (Ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòîòà òàêòèðîâàíèÿ). Ìèíèìàëüíûé ïåðèîä òàêòîâîãî
ñèãíàëà, êîòîðûé ìîæåò áûòü êîððåêòíî îáðàáîòàí öåïüþ ñ ìàêñèìàëüíîé çàäåðæêîé 𝑑max,
ðàâåí:

𝑇min = 2 · 𝑑max + 𝜖,

ãäå 𝜖 > 0 � íåáîëüøîå äîáàâëåíèå äëÿ íàä¼æíîñòè.

Доказательство. Äëÿ óñòîé÷èâîé ðàáîòû ñèíõðîííîé ñõåìû íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëèòåëü-
íîñòü òàêòà ïðåâûøàëà âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà ÷åðåç ñàìóþ äëèííóþ öåïü ïëþñ
âðåìÿ óñòàíîâêè. Ïðè 𝑇 < 2𝑑max âîçìîæíû ãîíêè ñèãíàëîâ è íåîïðåäåë¼ííîå ïîâåäå-
íèå.

13.5.2 Генераторы сигналов

Определение 13.11 (Ãåíåðàòîð íà íàáëþäàòåëÿõ è ïîðøíå). Ãåíåðàòîð, ñîñòîÿùèé èç
íàáëþäàòåëÿ, íàïðàâëåííîãî íà äâèæóùèéñÿ áëîê ïîðøíÿ, ñîçäà¼ò ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë
ñ ïåðèîäîì:

𝑇 = 2 · (𝑑observer + 𝑑piston + 𝑑movement),

ãäå 𝑑movement = 2 òèêà � âðåìÿ äâèæåíèÿ áëîêà ïîðøíåì.

Теорема 13.11 (Ñòàáèëüíîñòü ãåíåðàòîðà íà íàáëþäàòåëÿõ). Ãåíåðàòîð íà íàáëþäàòå-
ëÿõ è ïîðøíå ÿâëÿåòñÿ àñòàòè÷åñêèì � åãî ïåðèîä íå çàâèñèò îò âíåøíèõ ôàêòîðîâ ïðè
óñëîâèè îòñóòñòâèÿ ëàãîâ ñåðâåðà.
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Доказательство. Ïåðèîä îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî çàäåðæêàìè êîìïîíåíòîâ, êîòî-
ðûå ôèêñèðîâàíû â êîäå èãðû. Íàáëþäàòåëü âñåãäà ðåàãèðóåò íà èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ
áëîêà ñ ôèêñèðîâàííîé çàäåðæêîé 2 òèêà, ïîðøåíü âñåãäà ñðàáàòûâàåò çà 3 òèêà, äâèæå-
íèå áëîêà çàíèìàåò 2 òèêà. Ñóììàðíàÿ çàäåðæêà â îäíîì íàïðàâëåíèè: 2+3+2 = 7 òèêîâ,
ïîëíûé ïåðèîä: 2 · 7 = 14 òèêîâ (0.7 ñåêóíäû).

13.6 Оптимизация редстоуновых схем

13.6.1 Критерии оптимальности

Определение 13.12 (Ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè ñõåìû). Ñòîèìîñòü ðåäñòîóíîâîé ñõåìû 𝐶 îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê âçâåøåííàÿ ñóììà:

Cost(𝐶) = 𝛼 · |𝑉 |+ 𝛽 ·
∑︁
𝑣∈𝑉

𝜏(𝑣) + 𝛾 · Area(𝐶)

ãäå:

� |𝑉 | � êîëè÷åñòâî êîìïîíåíòîâ

�
∑︀

𝜏(𝑣) � ñóììàðíàÿ çàäåðæêà

� Area(𝐶) � ïëîùàäü, çàíèìàåìàÿ ñõåìîé

� 𝛼, 𝛽, 𝛾 � âåñîâûå êîýôôèöèåíòû

Algorithm 13 Àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè ðåäñòîóíîâîé ñõåìû
Require: Èñõîäíàÿ ñõåìà 𝐶, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ 𝑓 , ðåàëèçóåìàÿ ñõåìîé
Ensure: Óïðîù¼ííàÿ ñõåìà 𝐶 ′, ðåàëèçóþùàÿ 𝑓
Ïðåäñòàâèòü 𝑓 â âèäå áóëåâîãî âûðàæåíèÿ
Ïðèìåíèòü çàêîíû áóëåâîé àëãåáðû äëÿ óïðîùåíèÿ:
Çàêîí ïîãëîùåíèÿ: 𝑥 ∨ (𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑥
Çàêîí èäåìïîòåíòíîñòè: 𝑥 ∨ 𝑥 = 𝑥
Äèñòðèáóòèâíûé çàêîí: 𝑥 ∧ (𝑦 ∨ 𝑧) = (𝑥 ∧ 𝑦) ∨ (𝑥 ∧ 𝑧)

Çàìåíèòü ñëîæíûå ýëåìåíòû íà ýêâèâàëåíòíûå, íî áîëåå äåø¼âûå
Óáðàòü èçáûòî÷íûå ïîâòîðèòåëè
Ïåðåêîìïîíîâàòü ñõåìó äëÿ óìåíüøåíèÿ ïëîùàäè
return îïòèìèçèðîâàííàÿ ñõåìà 𝐶 ′

Теорема 13.12 (NP-òðóäíîñòü îïòèìàëüíîé êîìïîíîâêè). Çàäà÷à îïòèìàëüíîé êîìïîíîâ-
êè ðåäñòîóíîâîé ñõåìû ñ ìèíèìàëüíîé ïëîùàäüþ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Доказательство. Ñâåä¼ì çàäà÷ó óïàêîâêè ïðÿìîóãîëüíèêîâ ê çàäà÷å êîìïîíîâêè ðåäñòî-
óíîâîé ñõåìû. Êàæäûé êîìïîíåíò ñõåìû ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîóãîëüíèêó ôèêñèðîâàííûõ
ðàçìåðîâ, ñâÿçè ìåæäó êîìïîíåíòàìè çàäàþò îãðàíè÷åíèÿ íà îòíîñèòåëüíîå ðàñïîëîæå-
íèå. Çàäà÷à óïàêîâêè ïðÿìîóãîëüíèêîâ èçâåñòíà êàê NP-òðóäíàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, è çàäà÷à
êîìïîíîâêè ñõåìû òàêæå NP-òðóäíàÿ.
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13.6.2 Методы эвристической оптимизации

Теорема 13.13 (Ëîêàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ ïîâòîðèòåëåé). Â öåïè èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïîâòîðèòåëåé ìîæíî óìåíüøèòü îáùóþ çàäåðæêó, çàìåíÿÿ ãðóïïó ïîâòîðèòåëåé ñ ñóììîé
çàäåðæåê 𝐷 íà îäèí ïîâòîðèòåëü ñ çàäåðæêîé min(4, 𝐷).

Доказательство. Ïóñòü èìååòñÿ öåïü èç 𝑛 ïîâòîðèòåëåé ñ çàäåðæêàìè 𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛, ãäå
êàæäûé 𝜏𝑖 ∈ {1, 2, 3, 4}. Ñóììàðíàÿ çàäåðæêà 𝐷 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜏𝑖. Åñëè 𝐷 ≤ 4, òî âñþ öåïü ìîæíî

çàìåíèòü îäíèì ïîâòîðèòåëåì ñ çàäåðæêîé 𝐷, ÷òî óìåíüøèò êîëè÷åñòâî êîìïîíåíòîâ áåç
èçìåíåíèÿ âðåìåííûõ õàðàêòåðèñòèê. Åñëè 𝐷 > 4, ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäèí ïîâòîðèòåëü
ñ çàäåðæêîé 4 è äîáàâèòü íåäîñòàþùóþ çàäåðæêó äðóãèìè ñðåäñòâàìè.

13.7 Вычислительные возможности редстоуна

13.7.1 Реализация арифметических операций

Определение 13.13 (Ðåäñòîóíîâûé ñóììàòîð). Ñóììàòîð � ñõåìà, âû÷èñëÿþùàÿ ñóììó
äâóõ 𝑛-áèòíûõ ÷èñåë 𝐴 è 𝐵. Ïîëíûé ñóììàòîð äëÿ 𝑖-ãî ðàçðÿäà ðåàëèçóåò ôóíêöèè:

𝑆𝑖 = 𝐴𝑖 ⊕𝐵𝑖 ⊕ 𝐶𝑖−1 (ñóììà)

𝐶𝑖 = (𝐴𝑖 ∧𝐵𝑖) ∨ (𝐴𝑖 ∧ 𝐶𝑖−1) ∨ (𝐵𝑖 ∧ 𝐶𝑖−1) (ïåðåíîñ)

ãäå 𝐶𝑖−1 � ïåðåíîñ èç ïðåäûäóùåãî ðàçðÿäà, 𝐶𝑖 � ïåðåíîñ â ñëåäóþùèé.

Теорема 13.14 (Ñëîæíîñòü ðåäñòîóíîâîãî ñóììàòîðà). Äëÿ 𝑛-áèòíîãî ñóììàòîðà òðåáó-
åòñÿ:

� Êîëè÷åñòâî êîìïîíåíòîâ: 𝑂(𝑛)

� Ìàêñèìàëüíàÿ çàäåðæêà: 𝑂(𝑛) òèêîâ

� Ïëîùàäü: 𝑂(𝑛2) áëîêîâ (ïðè äâóìåðíîé ðåàëèçàöèè)

Доказательство. Êàæäûé ïîëíûé ñóììàòîð ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ (ôà-
êåëîâ, ïîâòîðèòåëåé). Äëÿ 𝑛 ðàçðÿäîâ òðåáóåòñÿ 𝑛 ïîëíûõ ñóììàòîðîâ. Çàäåðæêà îïðåäå-
ëÿåòñÿ öåïüþ ïåðåíîñà, êîòîðàÿ â õóäøåì ñëó÷àå ïðîõîäèò ÷åðåç âñå 𝑛 ñóììàòîðîâ. Ïðè
äâóìåðíîé ðåàëèçàöèè êàæäûé ñóììàòîð çàíèìàåò ïîñòîÿííóþ ïëîùàäü, íî íåîáõîäèìû
äîïîëíèòåëüíûå ëèíèè äëÿ ñîåäèíåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê êâàäðàòè÷íîìó ðîñòó.

13.7.2 Память и последовательностные схемы

Определение 13.14 (Ðåäñòîóíîâûé òðèããåð). Òðèããåð � ñõåìà ñ äâóìÿ óñòîé÷èâûìè
ñîñòîÿíèÿìè, ðåàëèçóþùàÿ ýëåìåíò ïàìÿòè. RS-òðèããåð ðåàëèçóåòñÿ íà äâóõ èíâåðòîðàõ
(ôàêåëàõ), ñîåäèí¼ííûõ êîëüöîì.

Теорема 13.15 (Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè òðèããåðà). Äëÿ RS-òðèããåðà ñ âõîäàìè 𝑅 (ñáðîñ)
è 𝑆 (óñòàíîâêà) óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ñóùåñòâóåò ïðè óñëîâèè:

¬(𝑅 ∧ 𝑆) = 1

òî åñòü îäíîâðåìåííàÿ àêòèâàöèÿ 𝑅 è 𝑆 çàïðåùåíà.

Доказательство. Ðàññìîòðèì RS-òðèããåð íà äâóõ ôàêåëàõ. Ïóñòü âûõîä 𝑄 ñîåäèí¼í ñ
âõîäîì 𝑆 ÷åðåç èíâåðòîð, à âûõîä 𝑄 ñîåäèí¼í ñ âõîäîì 𝑅 ÷åðåç èíâåðòîð. Ïðè 𝑅 = 𝑆 = 0
ñõåìà ñîõðàíÿåò ñîñòîÿíèå. Ïðè 𝑆 = 1, 𝑅 = 0 óñòàíàâëèâàåòñÿ 𝑄 = 1. Ïðè 𝑆 = 0, 𝑅 = 1
óñòàíàâëèâàåòñÿ 𝑄 = 0. Ïðè 𝑅 = 𝑆 = 1 îáà âûõîäà ïûòàþòñÿ ñòàòü ðàâíûìè 0, ÷òî
ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ è íåîïðåäåë¼ííîìó ñîñòîÿíèþ ïîñëå ñíÿòèÿ ñèãíàëîâ.
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ôàêåë ôàêåë

𝑆 𝑅

𝑄𝑄

RS-òðèããåð íà ðåäñòîóíå

Ðèñ. 31: RS-òðèããåð íà äâóõ ðåäñòîóíîâûõ ôàêåëàõ. Êàæäûé ôàêåë ñòîèò íà áëîêå. Âõîäû
𝑆 è 𝑅 àêòèâèðóþò ñîîòâåòñòâóþùèå áëîêè. Ïåðåêð¼ñòíûå ñâÿçè ñîçäàþò äâà óñòîé÷èâûõ
ñîñòîÿíèÿ.

13.7.3 Конечные автоматы на редстоуне

Теорема 13.16 (Âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà). Ëþáîé
äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò ñ 𝑛 ñîñòîÿíèÿìè ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íà ðåä-
ñòîóíå.

Доказательство. Êîíå÷íûé àâòîìàò ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå:

� Ðåãèñòðà ñîñòîÿíèÿ èç ⌈log2 𝑛⌉ òðèããåðîâ

� Êîìáèíàöèîííîé ñõåìû, âû÷èñëÿþùåé ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå ïî òåêóùåìó ñîñòîÿíèþ
è âõîäó

� Êîìáèíàöèîííîé ñõåìû, âû÷èñëÿþùåé âûõîä ïî òåêóùåìó ñîñòîÿíèþ (äëÿ àâòîìàòà
Ìèëè)

Âñå ýòè êîìïîíåíòû ðåàëèçóåìû íà ðåäñòîóíå: òðèããåðû íà RS-òðèããåðàõ, êîìáèíàöèîí-
íûå ñõåìû íà ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòàõ. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé êîíå÷íûé àâòîìàò ìîæåò áûòü
ñîáðàí.

13.8 Сложные редстоуновые устройства

13.8.1 Сортировочные системы

Определение 13.15 (Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñîðòèðîâêà ïðåäìåòîâ). Ñîðòèðîâî÷íàÿ ñèñòå-
ìà � ýòî êîíå÷íûé àâòîìàò, êîòîðûé íàïðàâëÿåò ïðåäìåòû òèïà 𝑇𝑖 â ñîîòâåòñòâóþùèé
êîíòåéíåð 𝐶𝑖 íà îñíîâå ïðèçíàêîâ ïðåäìåòà.

Теорема 13.17 (Ìèíèìàëüíàÿ çàäåðæêà ñîðòèðîâêè). Ìèíèìàëüíàÿ çàäåðæêà ìåæäó
ïîñòóïëåíèåì äâóõ ïðåäìåòîâ â ñîðòèðîâî÷íóþ ñèñòåìó, ïðè êîòîðîé îíè íå òåðÿþòñÿ,
ðàâíà:

∆𝑡min = 𝑑detection + 𝑑processing + 𝑑routing

ãäå:

� 𝑑detection � âðåìÿ îáíàðóæåíèÿ ïðåäìåòà (2 òèêà äëÿ âîðîíêè)

� 𝑑processing � âðåìÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà ïðåäìåòà

� 𝑑routing � âðåìÿ ïåðåíàïðàâëåíèÿ â íóæíûé êîíòåéíåð
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13.8.2 Вычислительные машины

Определение 13.16 (Ðåäñòîóíîâûé êîìïüþòåð). Ðåäñòîóíîâûé êîìïüþòåð � ýòî óñòðîé-
ñòâî, ñïîñîáíîå âûïîëíÿòü ïðîãðàììû, ñîñòîÿùèå èç èíñòðóêöèé, õðàíÿùèõñÿ â ïàìÿòè.

Теорема 13.18 (Òåçèñ ×åð÷à-Òüþðèíãà äëÿ ðåäñòîóíà). Ëþáàÿ ôóíêöèÿ, âû÷èñëèìàÿ íà
ìàøèíå Òüþðèíãà, ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðåäñòîóíîâîì êîìïüþ-
òåðå.

Доказательство. Ðåäñòîóí ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü:

� Áåñêîíå÷íóþ ïàìÿòü (÷åðåç ìåõàíèçìû õðàíåíèÿ ïðåäìåòîâ èëè áåñêîíå÷íûå ìèðû)

� Àðèôìåòèêî-ëîãè÷åñêîå óñòðîéñòâî (ñóììàòîðû, êîìïàðàòîðû)

� Óñòðîéñòâî óïðàâëåíèÿ (êîíå÷íûå àâòîìàòû)

� Øèíû äàííûõ è óïðàâëåíèÿ

Òàêèì îáðàçîì, ðåäñòîóí ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïî Òüþðèíãó âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìîé.

Задачи для отработки

1. Äîêàæèòå, ÷òî ðåäñòîóíîâûé ôàêåë, ðàçìåù¼ííûé íà áîêîâîé ñòîðîíå áëîêà, àêòè-
âèðóåòñÿ, êîãäà áëîê ïîëó÷àåò ñèãíàë ñ ëþáîé ñòîðîíû, êðîìå ïðîòèâîïîëîæíîé.

2. Ðàññ÷èòàéòå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé â ñåêóíäó, êîòîðîå ìîæåò âûïîë-
íÿòü ðåäñòîóíîâûé ïðîöåññîð ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé 10 Ãö è ñðåäíåé çàäåðæêîé îïå-
ðàöèè 5 òèêîâ.

3. Ïîñòðîéòå ðåäñòîóíîâóþ ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ ìàæîðèòàðíîñòè òð¼õ âõî-
äîâ: 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1, åñëè êàê ìèíèìóì äâà âõîäà ðàâíû 1.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé êîíå÷íûé àâòîìàò ñ 𝑛 ñîñòîÿíèÿìè ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íà
ðåäñòîóíå ñ èñïîëüçîâàíèåì íå áîëåå ÷åì 𝑂(𝑛2) êîìïîíåíòîâ.

5. Îïòèìèçèðóéòå ðåäñòîóíîâûé 4-áèòíûé ñóììàòîð äëÿ ìèíèìèçàöèè çàäåðæêè ïåðå-
íîñà.
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14 Команды

Êîìàíäû (èëè "ñëýø-êîìàíäû") ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôîðìàëüíûé ÿçûê âçàèìîäåéñòâèÿ ñ
èãðîâûì äâèæêîì, ïîçâîëÿþùèé êâàëèôèöèðîâàííûì ïîëüçîâàòåëÿì (îïåðàòîðàì ñåðâå-
ðà, âëàäåëüöàì îäèíî÷íîãî ìèðà ñ âêëþ÷¼ííûìè ÷èòàìè) íàïðÿìóþ èçìåíÿòü ñîñòîÿíèå
ïðàêòè÷åñêè âñåõ èãðîâûõ ñèñòåì, îïèñàííûõ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ. Êîìàíäû ÿâëÿþò-
ñÿ ìîùíåéøèì èíñòðóìåíòîì îòëàäêè, àäìèíèñòðèðîâàíèÿ è ñîçäàíèÿ ïîëüçîâàòåëüñêîãî
êîíòåíòà (êàðò, ïðèêëþ÷åíèé).

Â äàííîì ðàçäåëå êîìàíäû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê функции, îòîáðàæàþùèå ìíîæå-
ñòâî âõîäíûõ àðãóìåíòîâ â ìíîæåñòâî äåéñòâèé, èçìåíÿþùèõ ñîñòîÿíèå èãðîâîãî ìèðà.
Ìû ôîðìàëèçóåì ñèíòàêñèñ, ñèñòåìó ñåëåêòîðîâ öåëåé (ìîùíåéøèé èíñòðóìåíò çàïðî-
ñîâ ê èãðîâîé âñåëåííîé) è ïðèâåä¼ì ïðèìåðû íàèáîëåå âàæíûõ êîìàíä ñ òî÷êè çðåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

14.1 Математическое введение в командную систему

Определение 14.1 (Êîìàíäà). Команда 𝐶 � ýòî êîðòåæ ⟨𝑓, 𝑎⃗, exec⟩, ãäå:

� 𝑓 � èìÿ êîìàíäû (ñòðîêà, íàïðèìåð, "teleport "summon");

� 𝑎⃗ = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) � âåêòîð àðãóìåíòîâ, òèïû êîòîðûõ îïðåäåëåíû ñèíòàêñèñîì
êîìàíäû (êîîðäèíàòû, ñåëåêòîðû, ñòðîêè, NBT è ò.ä.);

� exec � êîíòåêñò èñïîëíåíèÿ, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ èñòî÷íèê êîìàíäû (èãðîê, êîìàíä-
íûé áëîê, êîíñîëü, ôóíêöèÿ) è åãî êîîðäèíàòû.

Определение 14.2 (Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé èãðû). Ñîñòîÿíèå èãðû 𝒮 îïðåäåëÿåòñÿ êàê
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ñîñòîÿíèé âñåõ ïîäñèñòåì, îïèñàííûõ ðàíåå:

𝒮 = 𝒮мир × 𝒮сущности × 𝒮блоки × 𝒮погода × 𝒮время × . . .

Âûïîëíåíèå êîìàíäû 𝐶 � ýòî îïåðàòîð ïåðåõîäà 𝑇𝐶 : 𝒮 → 𝒮, êîòîðûé ïðåîáðàçóåò òåêó-
ùåå ñîñòîÿíèå èãðû â íîâîå.

14.2 Аксиомы командной системы

Теорема 14.1 (Àêñèîìà èñïîëíèòåëÿ). Êàæäàÿ êîìàíäà âûïîëíÿåòñÿ îò èìåíè íåêîòîðî-
ãî исполнителя (executor). Åñëè êîìàíäà ââåäåíà â ÷àòå, èñïîëíèòåëåì ÿâëÿåòñÿ èãðîê.
Åñëè êîìàíäà çàïèñàíà â êîìàíäíîì áëîêå, èñïîëíèòåëåì ÿâëÿåòñÿ ñåðâåð (èëè ñàì áëîê,
â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà), íî å¼ äåéñòâèå ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â êîîðäèíàòàõ ýòîãî áëîêà.

Теорема 14.2 (Àêñèîìà ðàçðåøåíèé). Äëÿ âûïîëíåíèÿ êîìàíäû 𝐶 íåîáõîäèìî, ÷òîáû
óðîâåíü ðàçðåøåíèé (permission level) èñïîëíèòåëÿ 𝐿exec áûë íå íèæå òðåáóåìîãî óðîâ-
íÿ äëÿ äàííîé êîìàíäû 𝐿𝐶 : 𝐿exec ≥ 𝐿𝐶 . Â îäèíî÷íîé èãðå ýòî ýêâèâàëåíòíî íàëè÷èþ
âêëþ÷¼ííûõ ÷èòîâ (Allow Cheats).

14.3 Селекторы целей: язык запросов к множеству сущностей

Íàèáîëåå ìîùíûì è ìàòåìàòè÷åñêè èíòåðåñíûì àñïåêòîì êîìàíä ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ñå-
ëåêòîðîâ öåëåé. Îíà ïîçâîëÿåò ôîðìèðîâàòü ïîäìíîæåñòâà ñóùíîñòåé ℰ (èãðîêîâ, ìîáîâ,
ïðåäìåòîâ) íà îñíîâå èõ ñâîéñòâ è ïîëîæåíèÿ.
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Определение 14.3 (Ñåëåêòîð öåëåé). Селектор целей � ýòî ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ ïðè
èñïîëíåíèè êîìàíäû ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â ñïèñîê îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ñóùíîñòåé. Ñóùå-
ñòâóþò áàçîâûå ïåðåìåííûå-ñåëåêòîðû:

Селектор Выбирает
@p Áëèæàéøåãî ê èñïîëíèòåëþ èãðîêà
@r Ñëó÷àéíîãî èãðîêà
@a Âñåõ èãðîêîâ
@e Âñå ñóùíîñòè (â çàãðóæåííûõ ÷àíêàõ)
@s Ñóùíîñòü, èñïîëíèâøóþ êîìàíäó

Òàáëèöà 29: Îñíîâíûå öåëåâûå ïåðåìåííûå (target selector variables)

Определение 14.4 (Àðãóìåíòû ñåëåêòîðà). Áàçîâûå ñåëåêòîðû ìîãóò áûòü óòî÷íåíû ñ
ïîìîùüþ íàáîðà ôèëüòðîâ � аргументов селектора. Àðãóìåíòû çàêëþ÷àþòñÿ â êâàä-
ðàòíûå ñêîáêè è ðàçäåëÿþòñÿ çàïÿòûìè:

@e[<аргумент1>=<значение1>, <аргумент2>=<значение2>, ...]

Теорема 14.3 (Ôèëüòðàöèÿ êàê îïåðàöèÿ íàä ìíîæåñòâîì ñóùíîñòåé). Ïðèìåíåíèå ñåëåê-
òîðà ñ àðãóìåíòàìè ýêâèâàëåíòíî ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïðèìåíåíèþ ôóíêöèé ôèëüòðàöèè
ê ìíîæåñòâó ℰ . Ïóñòü ℰbase � ìíîæåñòâî, çàäàííîå áàçîâûì ñåëåêòîðîì (ℰall, ℰplayers, è ò.ä.).
Òîãäà ðåçóëüòèðóþùåå ìíîæåñòâî ℰresult åñòü:

ℰresult = {𝑒 ∈ ℰbase |
⋀︁
𝑖

𝑃𝑖(𝑒)}

ãäå 𝑃𝑖(𝑒) � ïðåäèêàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå àðãóìåíòàì ñåëåêòîðà (íàïðèìåð, "ðàññòîÿíèå
äî òî÷êè ìåíüøå 10 "íàõîäèòñÿ â êîìàíäå Red "èìååò òåã 'boss'").

120



Категория Аргумент(ы) Формат Описание
Ïðîñòðàíñòâåííûå x, y, z <число> Çàäàþò òî÷êó îòñ÷¼òà äëÿ ïî-

ñëåäóþùèõ àðãóìåíòîâ (ðàññòî-
ÿíèå, îáú¼ì).

Ïðîñòðàíñòâåííûå distance (JE) / r, rm (BE) <число> èëè <мин>..<макс> Ôèëüòð ïî åâêëèäîâó ðàññòîÿ-
íèþ îò òî÷êè, çàäàííîé x, y,

z.
Ïðîñòðàíñòâåííûå dx, dy, dz <число> Çàäàþò ïðÿìîóãîëüíûé îáú¼ì

(bounding box). Âûáèðàþòñÿ
ñóùíîñòè, ÷åé õèòáîêñ ïåðå-
ñåêàåò îáú¼ì îò (x, y, z) äî
(x+dx, y+dy, z+dz).

Èãðîâûå scores {<objective>=<range>,...} Ôèëüòð ïî ñ÷åòàì â îáúåêòèâàõ
Scoreboard.

Èãðîâûå tag <тег> èëè !<тег> Ôèëüòð ïî íàëè÷èþ èëè îòñóò-
ñòâèþ Scoreboard-òåãà.

Èãðîâûå team <команда> èëè !<команда> Ôèëüòð ïî ïðèíàäëåæíîñòè ê
êîìàíäå.

Èãðîâûå level (JE) / l, lm (BE) <число> èëè <мин>..<макс> Ôèëüòð ïî óðîâíþ îïûòà èãðî-
êà.

Èãðîâûå gamemode (JE) / m (BE) <режим> Ôèëüòð ïî ðåæèìó èãðû.
Òèïîâûå name <строка> èëè !<строка> Ôèëüòð ïî èìåíè ñóùíîñòè.
Òèïîâûå type <ID сущности> èëè !<ID> Ôèëüòð ïî òèïó ñóùíîñòè (íà-

ïðèìåð, minecraft:zombie).
Ñëóæåáíûå limit (JE) / c (BE) <число> Îãðàíè÷èâàåò êîëè÷åñòâî âîç-

âðàùàåìûõ ñóùíîñòåé. Ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî � ïåðâûå N,
îòðèöàòåëüíîå � ïîñëåäíèå N.

Ñëóæåáíûå sort nearest, furthest, random, arbitrary Îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê ñîðòèðîâ-
êè ïåðåä ïðèìåíåíèåì limit.

Òàáëèöà 30: Îñíîâíûå àðãóìåíòû ñåëåêòîðîâ öåëåé â Java Edition (àíàëîãè ñóùåñòâóþò è
â Bedrock Edition)

Примеры применения селекторов

� @e[type=minecraft:cow, distance=..10] � âñå êîðîâû â ðàäèóñå 10 áëîêîâ îò èñ-
ïîëíèòåëÿ.

� @a[scores={deaths=1..5}, tag=!newbie]� âñå èãðîêè, ó êîòîðûõ ñ÷¼ò "deaths"(ñìåðòè)
îò 1 äî 5, è ó êîòîðûõ íåò òåãà "newbie".

� @e[type=minecraft:item, x=100, y=64, z=100, dx=10, dy=5, dz=10] � âñå ïðåä-
ìåòû â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè îò (100,64,100) äî (110,69,110).

14.4 Классификация и примеры ключевых команд

Êîìàíäû ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ïî èõ âîçäåéñòâèþ íà ðàçëè÷íûå ïîäñèñòåìû èãðû.

14.4.1 Команды манипуляции пространством и временем

Определение 14.5 (/teleport). Êîìàíäà òåëåïîðòàöèè ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì, ìãíîâåííî
èçìåíÿþùèì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ 𝑟⃗ ñóùíîñòè.

/teleport ⟨öåëü⟩ ⟨𝑥⟩ ⟨𝑦⟩ ⟨𝑧⟩

Ýòî ðåàëèçóåò îòîáðàæåíèå 𝑟⃗сущности ↦→ 𝑟⃗нов.

Определение 14.6 (/time set è /weather). Ýòè êîìàíäû èçìåíÿþò ãëîáàëüíûå ïàðà-
ìåòðû ìèðà. /time set <value> óñòàíàâëèâàåò àáñîëþòíîå èãðîâîå âðåìÿ 𝑇world (ñì. ðàç-
äåë 2.1). /weather <clear|rain|thunder> ïåðåêëþ÷àåò ñîñòîÿíèå ïîãîäû, âîçäåéñòâóÿ íà
îñàäêè è ãðîçó.
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14.4.2 Команды, работающие с состоянием сущностей и блоков

Определение 14.7 (/summon). Êîìàíäà ïðèçûâà ñîçäà¼ò íîâóþ ñóùíîñòü â çàäàííîé
òî÷êå. Ýòî îïåðàòîð äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòà â ìíîæåñòâî ℰвсе.

/summon ⟨òèï ñóùíîñòè⟩ [⟨𝑥⟩ ⟨𝑦⟩ ⟨𝑧⟩] [⟨NBT-äàííûå⟩]

Çäåñü ⟨NBT-äàííûå⟩ (Named Binary Tag) � ýòî ñòðóêòóðèðîâàííûé íàáîð äàííûõ, çàäà-
þùèé íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñóùíîñòè (çäîðîâüå, èíâåíòàðü, ýôôåêòû è ò.ä.).

Определение 14.8 (/data). Êîìàíäà /data ïîçâîëÿåò íàïðÿìóþ ÷èòàòü, çàïèñûâàòü è
ìîäèôèöèðîâàòü NBT-äàííûå ñóùíîñòåé, áëîêîâ è õðàíèëèù. Ýòî íàèáîëåå òîíêèé èí-
ñòðóìåíò âîçäåéñòâèÿ íà ñîñòîÿíèå îáúåêòà. Íàïðèìåð, /data get entity @s Health âîç-
âðàùàåò òåêóùåå çäîðîâüå èãðîêà.

14.4.3 Команда /execute: основа программирования в Minecraft

Êîìàíäà /execute ÿâëÿåòñÿ ìåòà-êîìàíäîé, êîòîðàÿ èçìåíÿåò êîíòåêñò èñïîëíåíèÿ äëÿ
äðóãîé êîìàíäû. Ýòî êðàåóãîëüíûé êàìåíü âñåõ ñëîæíûõ ìåõàíèçìîâ íà êîìàíäíûõ áëî-
êàõ.

Определение 14.9 (Ñèíòàêñèñ /execute (óïðîù¼ííî)). Êîìàíäà /execute ñòðîèòñÿ êàê
öåïî÷êà ìîäèôèêàòîðîâ (ñóáêîìàíä), çàêàí÷èâàþùàÿñÿ ñóáêîìàíäîé run, ïîñëå êîòîðîé
ñëåäóåò ëþáàÿ äðóãàÿ êîìàíäà.

/execute ⟨ìîäèôèêàòîð1⟩ ⟨ìîäèôèêàòîð2⟩ . . . run ⟨êîìàíäà⟩

Теорема 14.4 (Ôóíêöèÿ ìîäèôèêàòîðîâ). Êàæäûé ìîäèôèêàòîð (íàïðèìåð, as, at, positioned)
ïðåîáðàçóåò êîíòåêñò èñïîëíåíèÿ (exec). Êëþ÷åâûå ìîäèôèêàòîðû:

� as <селектор>: Èñïîëíèòåëü äëÿ ïîñëåäóþùèõ êîìàíä ìåíÿåòñÿ íà êàæäóþ ñóù-
íîñòü, ïîäõîäÿùóþ ïîä ñåëåêòîð (ñîçäà¼ò âåòâëåíèå).

� at <селектор>: Ïîçèöèÿ èñïîëíåíèÿ ìåíÿåòñÿ íà ïîçèöèþ öåëè (öåëåé) èç ñåëåêòîðà.

� positioned <x y z>: Óñòàíàâëèâàåò ïîçèöèþ èñïîëíåíèÿ â çàäàííûå êîîðäèíàòû.

� if|unless <условие>: Âûïîëíÿåò âåòêó, òîëüêî åñëè óñëîâèå èñòèííî (èëè ëîæíî).
Óñëîâèÿìè ìîãóò áûòü: íàëè÷èå áëîêà, ñóùíîñòè, äàííûå, ïðåäèêàò è ò.ä.

� store (result|success) ...: Ñîõðàíÿåò ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ êîìàíäû (÷èñëî óñïå-
õîâ èëè âîçâðàùàåìîå çíà÷åíèå) â óêàçàííîå ìåñòî (ñ÷¼ò, NBT, áîññáàð).

Пример (Ìîäåëèðîâàíèå âåòâëåíèÿ). Ðàññìîòðèì êîìàíäó, êîòîðàÿ òåëåïîðòèðóåò âñåõ
èãðîêîâ â òî÷êó (0,100,0), åñëè îíè íàõîäÿòñÿ âûøå íå¼:

/execute as @a at @s positioned 0 100 0 if entity @s[distance=..0.1] run tp @s ~ ~ ~

Ðàçáîð:

1. as @a: Êîíòåêñò âåòâèòñÿ äëÿ êàæäîãî èãðîêà.

2. at @s: Äëÿ êàæäîãî èãðîêà ïîçèöèÿ èñïîëíåíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ â åãî òåêóùèå êî-
îðäèíàòû.

3. positioned 0 100 0: Ñìåùàåì "âîîáðàæàåìóþ"òî÷êó ïðîâåðêè â (0,100,0).
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4. if entity @s[distance=..0.1]: Ïðîâåðÿåì, åñòü ëè â íîâîé ïîçèöèè (0,100,0) èñõîä-
íûé èãðîê (@s) â ðàäèóñå 0.1. Ýòî óñëîâèå èñòèííî, òîëüêî åñëè èñõîäíûé èãðîê óæå
íàõîäèòñÿ â (0,100,0) ñ íåáîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ.

5. run tp @s : Òåëåïîðòèðóåò èãðîêà íà åãî æå êîîðäèíàòû (òî åñòü íè÷åãî íå
äåëàåò), åñëè óñëîâèå ñðàáîòàëî.

Ýòà êîìàíäà íå äåëàåò íè÷åãî ïîëåçíîãî, íî èëëþñòðèðóåò ìåõàíèçì âåòâëåíèÿ è ïðîâåð-
êè.

14.5 Система Scoreboard: математическая модель состояний

Scoreboard � ýòî ìîùíåéøàÿ ñèñòåìà äëÿ õðàíåíèÿ è îáðàáîòêè öåëî÷èñëåííûõ äàííûõ,
ïðèâÿçàííûõ ê ñóùíîñòÿì, à òàêæå äëÿ èõ îòîáðàæåíèÿ. Îíà ôàêòè÷åñêè ïðåâðàùàåò
Minecraft â ìàøèíó ñ ïðîèçâîëüíûì äîñòóïîì ê ïàìÿòè (ïåðåìåííûì).

Определение 14.10 (Îáúåêòèâ (Objective)). Объектив � ýòî "ïåðåìåííàÿ"èëè "ñ÷¼ò-
÷èê". Îí èìååò:

� Имя: Âíóòðåííèé èäåíòèôèêàòîð (íàïðèìåð, "Kills").

� Критерий: Îïðåäåëÿåò, êàê ñ÷¼ò îáíîâëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè (dummy � òîëüêî êî-
ìàíäàìè, deathCount � ñ÷èòàåò ñìåðòè, health � îòðàæàåò çäîðîâüå, è ìíîæåñòâî
äðóãèõ ñòàòèñòèê).

� Значение: 32-áèòíîå öåëîå ÷èñëî ([−231, 231 − 1]), õðàíÿùååñÿ äëÿ êàæäîãî èãðîêà
(èëè UUID ñóùíîñòè).

Определение 14.11 (Òåã (Tag)). Тег� ýòî ïðîñòàÿ ñòðîêîâàÿ ìåòêà, êîòîðóþ ìîæíî ïðè-
ñâîèòü ëþáîé ñóùíîñòè. Òåãè ýôôåêòèâíû äëÿ ñîçäàíèÿ ôëàãîâ ñîñòîÿíèé ("isInCombat "hasReward").

Теорема 14.5 (Àðèôìåòèêà íà Scoreboard). Ñèñòåìà Scoreboard ïîääåðæèâàåò ïîëíîöåí-
íûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä çíà÷åíèÿìè îáúåêòèâîâ ÷åðåç êîìàíäó /scoreboard

players operation. Ýòî ïðåâðàùàåò íàáîð îáúåêòèâîâ â ïîëíîöåííóþ âû÷èñëèòåëüíóþ
ìàøèíó.

/scoreboard players operation ⟨öåëü⟩ ⟨îáúåêòèâÖåëè⟩ ⟨îïåðàöèÿ⟩ ⟨èñòî÷íèê⟩ ⟨îáúåêòèâÈñòî÷íèêà⟩

Ïîääåðæèâàåìûå îïåðàöèè: +=, -=, *=, /=, %=, =, < (ïðèñâîèòü ìèíèìóì), > (ïðèñâîèòü
ìàêñèìóì), >< (îáìåí çíà÷åíèÿìè).

Демонстрация вычислимости. Íàëè÷èå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (+=, *=) è ïåðåìåííûõ
(îáúåêòèâîâ) ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ëþáîé àëãîðèòì, ðàáîòàþùèé ñ öåëûìè ÷èñëàìè. Â
ñî÷åòàíèè ñ êîìàíäàìè /execute if score (äëÿ óñëîâíûõ ïåðåõîäîâ) è ôóíêöèÿìè (êî-
òîðûå ìîãóò âûçûâàòü äðóã äðóãà), ñèñòåìà êîìàíä Minecraft ÿâëÿåòñÿ полной по Тью-
рингу. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà íåé ìîæíî ðåàëèçîâàòü ëþáóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ.

Команда Математическая интерпретация Применение
/scoreboard players set @p Kills 10 Kills(áëèæ. èãðîê) := 10 Èíèöèàëèçàöèÿ ñ÷¼ò÷èêà
/scoreboard players add @p Kills 1 Kills(áëèæ. èãðîê) := Kills(áëèæ. èãðîê) + 1 Óâåëè÷åíèå ñ÷¼ò÷èêà ïðè ñîáûòèè

/execute if score @p Kills > @p Deaths run ... ÅÑËÈ Kills(èãðîê) > Deaths(èãðîê) ÒÎ ... Óñëîâíîå âûïîëíåíèå äåéñòâèé
/scoreboard players operation @p Money += @p Earnings Money(𝑝) := Money(𝑝) + Earnings(𝑝) Ñëîæåíèå äâóõ ñ÷¼òîâ

Òàáëèöà 31: Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ Scoreboard êàê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
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14.6 Задачи для отработки

1. Запрос к сущностям.Íàïèøèòå ñåëåêòîð, êîòîðûé âûáèðàåò âñåõ çîìáè (minecraft:zombie),
íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè îò 5 äî 20 áëîêîâ îò òî÷êè (100, 64, 100), è ñîðòèðóåò èõ
ïî óáûâàíèþ ðàññòîÿíèÿ.

2. Цепочка /execute. Ðàçðàáîòàéòå êîìàíäó, êîòîðàÿ òåëåïîðòèðóåò âñåõ èãðîêîâ â
êîìàíäå "Red"ê êîîðäèíàòàì ñïàâíà ìèðà, íî òîëüêî åñëè îíè íàõîäÿòñÿ â èçìåðåíèè
minecraft:the_nether. (Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå ìîäèôèêàòîðû as, at, in, if).

3. Программирование на Scoreboard. Ïðåäïîëîæèì, ó íàñ åñòü îáúåêòèâû: Kills
(óáèéñòâà èãðîêà) è KillReward (íàãðàäà çà óáèéñòâî, èçíà÷àëüíî 5). Íàïèøèòå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä (ôóíêöèþ), êîòîðàÿ ïðè ñìåðòè èãðîêà (êîòîðàÿ óâåëè-
÷èâàåò åãî deathCount) ïðîâåðÿåò, óáèë ëè îí êîãî-òî (Kills > 0), è åñëè äà, òî
óìåíüøàåò åãî Kills íà 1 è äà¼ò åìó ýìerald (êîìàíäà give) çà êàæäîå óáèéñòâî, à
çàòåì îáíóëÿåò Kills. Ýòî ìîäåëü îáðàáîò÷èêà ñîáûòèÿ.

4. Комбинаторика команд. Â ðåïîçèòîðèè öåëî÷èñëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé OEIS
åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A307074, îïèñûâàþùàÿ ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî øàãîâ äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îïðåäåë¼ííîãî êîëè÷åñòâà ñóùíîñòåé ñ ïîìîùüþ âëîæåííûõ êîìàíä /execute
as @e run summon. Îáúÿñíèòå, êàê ýòà çàäà÷à ñâÿçàíà ñ ïîíÿòèåì âåòâëåíèÿ (fork)
â òåîðèè àëãîðèòìîâ.
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Заключение

Ïðîâåä¼ííîå èññëåäîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîïûòêó âñåñòîðîííåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
è ôèçè÷åñêîãî îïèñàíèÿ âñåëåííîé Minecraft, îò å¼ ôóíäàìåíòàëüíûõ äèñêðåòíûõ îñíîâ
äî ñëîæíûõ ýìåðäæåíòíûõ ñèñòåì, òàêèõ êàê ýêîíîìèêà æèòåëåé è ïðîãðàììèðîâàíèå
íà ðåäñòîóíå. Â õîäå ðàáîòû áûëà ïîñòðîåíà íåïðîòèâîðå÷èâàÿ ìîäåëü, äåìîíñòðèðóþ-
ùàÿ, ÷òî êàæóùàÿñÿ ïðîñòîòà èãðû ñêðûâàåò â ñåáå áîãàòûé è ñëîæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé
àïïàðàò.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìèðMinecraft ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì гибридной дискретно-
непрерывной системы. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðîñòðàíñòâî êâàíòîâàíî áëî÷íîé ðåø¼òêîé
Z3, ÷òî îïèñûâàåòñÿ ìåòîäàìè òåîðèè ìíîæåñòâ, êîìáèíàòîðèêè è òåîðèè ãðàôîâ (÷àí-
êè, ñòðóêòóðû, ïóòü ìîáîâ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äâèæåíèå ñóùíîñòåé (èãðîêîâ, ñòðåë,
ìîáîâ) ïîä÷èíÿåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûì çàêîíàì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè â íåïðåðûâíîì
ïðîñòðàíñòâå R3, ñ äèñêðåòèçàöèåé ïî âðåìåíè (òèêè) è ñïåöèôè÷åñêèìè ïðàâèëàìè âçà-
èìîäåéñòâèÿ (êîëëèçèè AABB, òðåíèå, ãðàâèòàöèÿ).

Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ìíîãèå àñïåêòû èãðû ìîãóò áûòü ñòðîãî ôîðìàëèçîâàíû:

� Генерация мира áàçèðóåòñÿ íà òåîðèè øóìîâ (øóì Ïåðëèíà), äèàãðàììàõ Âîðî-
íîãî (áèîìû) è âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ, ÷òî äåëàåò êàæäûé
ìèð óíèêàëüíûì, íî ìàòåìàòè÷åñêè ïðåäñêàçóåìûì.

� ФизикаMinecraft ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïðîù¼ííóþ, íî âíóòðåííå ñîãëàñîâàííóþ ìî-
äåëü. Òàêèå ÿâëåíèÿ, êàê ðàñïðîñòðàíåíèå æèäêîñòè è ñâåòà, ïîä÷èíÿþòñÿ ïðàâèëàì
êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ, â òî âðåìÿ êàê âçðûâû è áàëëèñòèêà îïèñûâàþòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèìè è äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ýìïèðè÷åñêè ïîäîáðàííûìè ïàðàìåò-
ðàìè.

� Поведение сущностей и Игрока ìîæåò áûòü ñìîäåëèðîâàíî ñ ïîìîùüþ êîíå÷-
íûõ àâòîìàòîâ (ïîâåäåíèå ìîáîâ), öåïåé Ìàðêîâà (ðîñò ðàñòåíèé) è ñëîæíûõ ñèñòåì
ñâÿçàííûõ ïàðàìåòðîâ (çäîðîâüå, ãîëîä, îïûò èãðîêà), äåìîíñòðèðóÿ ïðèìåíèìîñòü
ìåòîäîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

� Редстоун, áóäó÷è ôîðìàëüíîé ñèñòåìîé, èçîìîðôåí áóëåâîé àëãåáðå è òåîðèè ãðà-
ôîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ìîäåëèðîâàòü ñóùåñòâóþùèå ñõåìû, íî è ïðîåêòèðî-
âàòü ñêîëü óãîäíî ñëîæíûå öèôðîâûå óñòðîéñòâà, âïëîòü äî ïîëíûõ ïî Òüþðèíãó
êîìïüþòåðîâ, ÷òî ïîäòâåðæäàåò âû÷èñëèòåëüíóþ óíèâåðñàëüíîñòü èãðîâîé âñåëåí-
íîé.

� Социально-экономические системы (æèòåëè, òîðãîâëÿ) äåìîíñòðèðóþò ýëåìåí-
òû ìèêðîýêîíîìèêè è ñåòåâîé íàóêè. Ôîðìàëèçàöèÿ ñïëåòåí, ðåïóòàöèè è ðûíî÷íûõ
öåí ÷åðåç âçâåøåííûå ãðàôû è âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå
ýòè, êàçàëîñü áû, ãóìàíèòàðíûå àñïåêòû ïîääàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó.

� Фермерство и экология (ðîñò ðàñòåíèé, ðàçâåäåíèå æèâîòíûõ) îïèñûâàþòñÿ ìî-
äåëÿìè ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè (ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå) è òåîðèåé ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ (îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ñîçðåâàíèÿ), ÷òî
ïîçâîëÿåò íàõîäèòü îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè âåäåíèÿ õîçÿéñòâà.

Îñîáóþ öåííîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûÿâëåíèå ãëóáîêèõ ñâÿçåé ìåæäó, íà ïåðâûé
âçãëÿä, ðàçðîçíåííûìè èãðîâûìè ìåõàíèêàìè. Íàïðèìåð, óñëîâèå ñïàóíà ìîáîâ íàïðÿ-
ìóþ ñâÿçûâàåò äèñêðåòíóþ ìîäåëü îñâåùåíèÿ è âåðîÿòíîñòíûå çàêîíû. Ïðåîáðàçîâàíèå
êîîðäèíàò ïðè òåëåïîðòàöèè ñâÿçûâàåò ãåîìåòðèþ ðàçíûõ èçìåðåíèé. Ïîèñê ïóòè ìîáîâ
(àëãîðèòì A*) ñâÿçûâàåò òåîðèþ ãðàôîâ ñ ôèçè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì èãðû.
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Òàêèì îáðàçîì, âñåëåííàÿ Minecraft ïðåäñòà¼ò ïåðåä íàìè íå êàê ïðîñòîé íàáîð ïðà-
âèë, à êàê минимальная, но функционально полная математическая вселенная.
Îíà èëëþñòðèðóåò êëþ÷åâûå êîíöåïöèè ñîâðåìåííîé íàóêè: îò êâàíòîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè è êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ äî òåîðèè èãð è âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. Äàííàÿ ðàáîòà,
óñòðàíèâ ëîãè÷åñêèå ïðîòèâîðå÷èÿ è äóáëèðîâàíèÿ, çàëîæèëà îñíîâó äëÿ äàëüíåéøèõ
èññëåäîâàíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü óãëóáëåíû â íåñêîëüêèõ íàïðàâëåíèÿõ:

� Áîëåå òî÷íàÿ âåðèôèêàöèÿ ýìïèðè÷åñêèõ ôîðìóë ïóò¼ì àíàëèçà èñõîäíîãî êîäà
èãðû (äèçàññåìáëèðîâàíèå).

� Èññëåäîâàíèå ïðåäåëîâ âû÷èñëèìîñòè íà ðåäñòîóíå è ïîñòðîåíèå ôîðìàëüíûõ ìîäå-
ëåé ñëîæíûõ ìåõàíèçìîâ.

� Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ îïòèìèçàöèè ñòðàòåãèé â ýêîíîìèêå
è áîþ.

� Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé Java Edition è Bedrock Edition.

Â èòîãå, Minecraft ìîæåò ñëóæèòü óíèêàëüíûì ïîëèãîíîì äëÿ èçó÷åíèÿ è ïðåïîäàâà-
íèÿ ñàìûõ ðàçíûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, ôèçèêè è èíôîðìàòèêè, ïðåäëàãàÿ íàãëÿäíóþ
è óâëåêàòåëüíóþ ñðåäó äëÿ ôîðìàëèçàöèè è ïðîâåðêè òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé.
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